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 »مفصل پلاستیک«                                                                 فصل اول

 مفاهیم اولیه خمش خالص

 ، تیری را فرض کنید که تحت خمش خالص قرار دارد:  مطابق شکل زیر

 

 

 

 

، دچار کاهش طول و قسمت های پایین محور (چین نمایش داده شده استکه با خط)قسمت های بالای محور طولی    کنید، همانطور که مشاهده می 

   .  شودکششی میطول شده است. به عبارت دیگر، قسمت بالای محور دچار تنش فشاری و قسمت های پایین محور دچار تنش  افزایش طولی دچار

 

 

 

اندازه تنش )بدون توجه به علامت تنش( در تارهماطور که مشاهده می  و محور   مرکز های فوقانی و تحتانی ماکزیموم بوده و هرچه به سمت  کنید، 

یا تار خنثی    ور خنثیمح  ،تحت خمش خالص  چین مذکور در یک مقطعِبه محور خطکند. لذا  شویم تنش به سمت صفر میل میچین نزدیک میخط

 در آن تنش و کرنش برابر صفر است.  زیرا ؛ گویندمی

 . خواهیم موقعیت تار خنثی را در یک مقطع محاسبه کنیمحال می

 محور خنثی الاستیک - 1

با   ،مطابق شکل  . باقی بماند الاستیکمحدوده شده در  ای باشد که تنش خمشی ایجاداندازهچنانچه مقطعی تحت لنگر خمشی قرار گیرد و مقدار لنگر به 

 :  تحت خمش به حد تسلیم رسیده است خواهیم داشت فشاریفرض اینکه اولین تار 

 

 

 

 

 

 ،مقطع  برابر صفر باشد. لنگر اول سطح زمانی صفر است که حول مرکز سطحعبارت فوق بیانگر تعریف لنگر اول سطح است. پس باید حاصل انتگرال فوق  

 منطبق بر مرکز سطح است.  ،  کل مقطع یکسان باشد برای بشرطی که تنش تسلیمآنرا محاسبه کنیم. لذا موقعیت تار خنثی الاستیک 

 خنثی پلاستیکمحور    - 2

که تارهای مقطع شروع به تسلیم شدن کنند و تمام مقطع به تنش تسلیم برسد  طوریتدریج افزایش یابد بهچنانچه لنگر خمشی وارد بر مقطع عضو به

واقع ما از تمام ظرفیت    در حالت پلاستیک درد.  کندر این حالت مقطع از حالت الاستیک به پلاستیک رسیده است و دیگر قانون هوک برای آن صدق نمی

 کنیم.مقطع برای طراحی استفاده می

   

محور   ،اگر تنش تسلیم برای کل مقطع یکسان باشدهمانطور که اثبات شد،  

کند.  پلاستیک، مقطع را به دو قسمت با مساحت مساوی تقسیم میخنثی  

 قعیت آنرا بدست آورد.وم  نکته فوق ا توجه به توان بلذا می

𝑦 

𝜎𝑚 ≤ 𝜎𝑦 
𝜎𝑚 

𝜎 

:از  قضیه  تالس 
𝜎

𝜎𝑚
=
𝑦

𝑐
→ 𝜎 =

𝑦

𝑐
𝜎𝑚 

∑𝐹𝑥 = 0 → ∫𝜎 𝑑𝐴 = 0 → ∫
𝑦

𝑐
𝜎𝑚 𝑑𝐴 = (

𝜎𝑚
𝑐
)

⏞  
≠0

∫𝑦 𝑑𝐴 = 0 

بنابراین ∶ ∫𝑦 𝑑𝐴 = 0 

∑𝐹𝑥 = 0 → 𝑅1 = 𝑅2 → 𝐴1𝜎𝑦 = 𝐴2𝜎𝑦 → 𝐴1 = 𝐴2 
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 (𝑺اساس مقطع الاستیک)  - 3

 آید. ( بدست می𝑐مقطع) دورترین تار( بر فاصله محور خنثی الاستیک تا 𝐼از تقسیم ممان اینرسی مقطع)

 (𝒁مقطع پلاستیک) اساس  - 4

 .برابر است با مجموع لنگر استاتیکی اجزای بالا و پایین محورخنثی پلاستیک

 

 اساس مقطع الاستیک و پلاستیک برای یک مقطع مستطیلی.  پارامتری مطلوب است محاسبه : 1مثال   

 

 

 

 

 

𝜎𝑦) برای مقطع زیر. پلاستیک و لنگر مطلوب است محاسبه محل محور خنثی الاستیک و پلاستیک :2مثال    = 240𝑀𝑃𝑎) 

 حل:   

 

 

 

 

   

 

   

 

  

 

  

 

 

 

 

 

الاستیک و پلاستیک خنثی محور  

𝑏 

ℎ 

𝑆: ൞
𝐼 =

𝑏ℎ3

12

𝑐 =
ℎ

2

→ 𝑆 =
𝐼

𝑐
=

𝑏ℎ3

12
ℎ
2

=
𝑏ℎ2

6
 

𝑍 =∑𝑄𝑖 =∑𝐴𝑖𝑦𝑖 = ൬
𝑏ℎ

2
×
ℎ

4
൰ × 2 =

𝑏ℎ2

4
 

محاسبه موقعیت محور خنثی الاستیک:    

�̅� =
∑𝐴𝑖𝑦𝑖
∑𝐴𝑖

=
(100× 20 × 10) + (80× 20 × 60) + (60 × 20 × 110)

(100× 20) + (80 × 20) + (60 × 20)
= 51/67⏞  

از  بالا 

 

 

محاسبه موقعیت محور خنثی پلاستیک:    

 

 

 

 

 

:)روش کلی(روش اول    

∑𝐹𝑥 = 0 → 𝑅1 + 𝑅2 + 𝑅3 + 𝑅4 = 0 → (𝜎𝑦 × 𝐴1) + (𝜎𝑦 × 𝐴2) − (𝜎𝑦 × 𝐴3) − (𝜎𝑦 × 𝐴4) = 0 

𝜎𝑦[(100× 20)+ (𝑦 × 20)− ((80− 𝑦)× 20)− (20× 60)] = 0 → 𝑦 = 20𝑚𝑚 

   : کل مقطع ثابت باشد(شرطی که تنش تسلیم در دوم)بهروش  

                          𝐴بالای  تار خنثی = 𝐴پایین  تار خنثی 

(100× 20) + (20𝑦) = (20 × (80− 𝑦)) + (60 × 20) 

𝑦 = 20𝑚𝑚 

 

 

 

 

 

𝟖𝟎 − 𝒚 

𝒚 

𝑆 =
𝐼

𝑐
 

𝑍 =∑𝑄𝑖 =∑𝐴𝑖𝑦𝑖 
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   :2مثال  حل  ادامه    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بال 𝜎𝑦 لنگر پلاستیک مقطع.)مطلوب است محاسبه :  3مثال   = 240𝑀𝑃𝑎  ,   𝜎𝑦 جان = 360𝑀𝑃𝑎) 

 

 

 

 

 

  

 حل:   

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 :ستیکپلامحاسبه لنگر 

: اول)روش کلی(روش   

𝑅1 = 𝐴1𝜎𝑦 = (20× 100) × 240 × 10−3 = 480𝑘𝑁 

𝑅2 = 𝐴2𝜎𝑦 = (20× 20) × 240 × 10−3 = 96𝑘𝑁 
𝑅3 = 𝐴3𝜎𝑦 = (20× 60) × 240 × 10−3 = 288𝑘𝑁 

𝑅4 = 𝐴4𝜎𝑦 = (60 × 20) × 240 × 10−3 = 288𝑘𝑁 
𝑀𝑝 = (𝑅1 × 30+ 𝑅2 × 10+ 𝑅3 × 30+ 𝑅4 × 70) × 10−3 = 44/16𝑘𝑁.𝑚 

 

: د(شرطی که تنش تسلیم در کل مقطع ثابت باشبهدوم)روش   

𝑀𝑝 = 𝑍𝜎𝑦 = [(20 × 100 × 30) + (20 × 20 × 10) + (60 × 20 × 30) + (60 × 20 × 70)] × 240 × 10−6⏞

تبدیل  واحد 

= 44/16𝑘𝑁.𝑚 

 

 

 

𝑅1 = 𝐴1𝜎𝑦 بال = (20× 200) × 240 × 10
−3 = 960𝑘𝑁 

𝑅2 = 𝐴2𝜎𝑦 جان = (20× 100) × 360 × 10
−3 = 720𝑘𝑁 

𝑅3 = 𝐴3𝜎𝑦 جان = (20× 100) × 360 × 10
−3 = 720𝑘𝑁 

𝑅4 = 𝐴4𝜎𝑦 بال = (20× 200) × 240 × 10
−3 = 960𝑘𝑁 

𝑀𝑝 = (𝑅1 × 210+ 𝑅2 × 100+ 𝑅3 × 100+ 𝑅4 × 210) × 10−3 = 547/2𝑘𝑁.𝑚 
 

 
 

210𝑚𝑚 

210𝑚𝑚 
100𝑚𝑚 

100𝑚𝑚 

𝑀𝑝ی  از رابطه تواننمیبعلت تفاوت تنش تسلم در بال و جان مقطع،   = 𝑍𝜎𝑦  .استفاده کرد 

10𝑚𝑚 

20𝑚𝑚 

440𝑚𝑚 

20𝑚𝑚 

200𝑚𝑚 
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𝜎𝑦) مطلوب است محاسبه لنگر پلاستیک مقطع.  .الاستیک باقی بمانداز جان مقطع زیر  20𝑚𝑚اگر   :4مثال    = 240𝑀𝑃𝑎 ) 

 

  

  

 

 

 

 

  حل:  

 

 

 

 

  

  ∑𝐹𝑥 = 0 → 480+ 4/8𝑦 + 24 = 24+ 288− 4/8𝑦 − 288 → 𝑦 = 10𝑚𝑚 

 

 

 

 

 

  𝑀𝑝 = [(480⏞
𝑅1

× 30) + (48⏞
𝑅2

× 15) + (24⏞
𝑅3

×
2
3
× 10) + (24⏞

𝑅4

×
2
3
× 10) + (240⏞

𝑅5

× 35) + (288⏞
𝑅6

× 70)] × 10−3 = 44 𝑘𝑁.𝑚 

 

𝜎𝑦)  .مطلوب است محاسبه لنگر پلاستیک مقاطع زیر : *5مثال   = 240𝑀𝑃𝑎 ) 

 

 

 

  

 

  
    

𝑅1 = (100× 20 × 240) × 10−3 = 480𝑘𝑁 

𝑅2 = (20× 𝑦 × 240) × 10−3 = (4/8𝑦)𝑘𝑁 
𝑅3 = (20× 10 × 0/5 × 240) × 10−3 = 24𝑘𝑁 

𝑅4 = (20 × 10 × 0/5 × 240) × 10−3 = 24𝑘𝑁 

𝑅5 = (20× (80− 20− 𝑦) × 240) × 10−3 = (288− 4/8𝑦)𝑘𝑁 

𝑅6 = (60 × 20 × 240) × 10−3 = 288𝑘𝑁 

10𝑚𝑚 

20𝑚𝑚 محور خنثی 

20𝑚𝑚 

50𝑚𝑚 

20𝑚𝑚 

480𝑘𝑁 

48𝑘𝑁 
24𝑘𝑁 

24𝑘𝑁 

240𝑘𝑁 

288𝑘𝑁 

𝑦 

20𝑚𝑚 محور خنثی 

𝜎𝑦  

4𝑟
3𝜋

 

4𝑟
3𝜋

 

ቆ
𝜋 × 182

2
ቇ × 240 × 10−3 = 122/15𝑘𝑁 

ቆ
𝜋 × 182

2
ቇ × 240 × 10−3 = 122/15𝑘𝑁 

10𝑚𝑚 

10𝑚𝑚 

𝜎𝑦 

𝑀𝑝 = 2 × (122/15×
4 × 18
3𝜋

) × 10−3 = 1/87𝑘𝑁.𝑚 
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 : *5ادامه حل مثال  

 

 

 

 

 

  

   

 

 

 

 

 

  𝑀𝑝 = [(432 × 18) + (168× 7) + (144× 29) + (120× 49)] × 10−3 = 19𝑘𝑁.𝑚 
 

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

  

 

 

  𝑀𝑝 = [൬64/8 ×
1
3
× 25/46൰ + ൬53/65 ×

10/54
2
൰ + (11/12×

2
3
× 10/54)] × 10−3 = 0/911𝑘𝑁.𝑚 

𝑦 𝐴1 

𝐴2 

𝐴3 

𝐴1 = 𝐴2 − 𝐴3 

50𝑦 = (90− 𝑦) × 50− (30× 30) 

𝑦 = 36𝑚𝑚 

پلاستیک محور خنثی  
(36 × 50) × 240 × 10−3 = 432𝑘𝑁 36𝑚𝑚 

(14 × 50) × 240 × 10−3 = 168𝑘𝑁 

 2 × (30 × 10) × 240 × 10−3 = 144𝑘𝑁 

 (50 × 10) × 240 × 10−3 = 120𝑘𝑁 

 

𝐴1 = 𝐴2 

1
2
× 𝑦 ×

5
6
𝑦 =

(
5
6 𝑦 + 30) (36− 𝑦)

2
 

𝑦 = ±18√2𝑚𝑚 ≃ 25/46𝑚𝑚 

𝑥 = 15√2 ≃ 21/21𝑚𝑚 

 

𝑦 
𝐴1 

𝐴2 

𝑥 
 محور خنثی پلاستیک

10/54𝑚𝑚 

25/46𝑚𝑚 

21/21𝑚𝑚 محور خنثی پلاستیک 

(0/5 × 21/21 × 25/46) × 240 × 10−3 = 64/8𝑘𝑁 

 
(21/21 × 10/54) × 240 × 10−3 = 53/65𝑘𝑁 

 
2 × (0/5 × 10/54 × (0/5 × (36 − 21/21))) × 240 × 10−3 = 11/12𝑘𝑁 

 

𝑦

36
=
𝑥

30
→ 𝑥 =

5
6
𝑦 

 

𝜎𝑦 
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 مقطع تحت خمش خالص الاستیک  تغییرشکل  نگر و  ل

 برنولی:  -تئوری اویلر اساسی فرض

کند. لذا کرنش در ارتفاع مقطع بصورت  ماند و بعد از خمش مقداری دوران میباقی می  و مسطح  صفحات صلب عمود بر تارهای طولی همچنان عمود

 کند.  خطی تغییر می

   

 

 

 

 

 یادآوری:  

 

  

 

 

 لذا:

 

𝐿 = 𝜑𝜌⏞    

𝐷𝐸: طول  اولیه

𝐿′ = 𝜑(𝜌 − 𝑦)⏞        

𝐽𝐾:  طول  ثانویه

}
 
 

 
 

→ 𝜀𝑥 =
𝐿′ − 𝐿

𝐿
=
𝜑(𝜌 − 𝑦) − 𝜑𝜌

𝐿
=
−𝜑𝑦

𝐿
=
−𝜑𝑦

𝜑𝜌
→ 𝜀𝑥 = −

𝑦

𝜌

       𝜓=
1
𝜌
       

→       𝜀 = 𝜓𝑦 

 اول: رابطه 

𝜀 =
𝑦

𝜌
𝜎 = 𝐸𝜀

} → 𝜎 = 𝐸𝜓𝑦

𝑀 = ∫(𝜎. 𝑑𝐴)𝑦
}
 
 

 
 

→ 𝑀 = ∫𝐸𝜓𝑦2𝑑𝐴 = 𝐸𝜓 ∫𝑦2𝑑𝐴
⏞    

𝐼:ممان  اینرسی

→ 𝑀 = 𝐸𝐼𝜓 

 :دومرابطه 

𝜀𝑚 =
𝑐

𝜌

𝜀𝑥 =
𝑦

𝜌
𝜎 = 𝐸𝜀}

 
 

 
 

→ 𝜀𝑥 =
𝑦

𝑐
𝜀𝑚

𝑀 = ∫(𝜎. 𝑑𝐴)𝑦
}
  
 

  
 

→ 𝑀 = ∫𝐸 (
𝑦

𝑐
𝜀𝑚) 𝑦𝑑𝐴 =

𝐸𝜀𝑚
𝑐
∫𝑦2𝑑𝐴
⏞    

𝐼:ممان  اینرسی

→ 𝑀 =
𝐸𝐼𝜀𝑚
𝑐

 

𝑀 =
𝐸𝐼𝜀𝑚
𝑐

→ 𝐸𝜀𝑚 =
𝑀𝑐

𝐼
→ 𝜎𝑚 =

𝑀𝑐

𝐼

                 𝑦  تنش در فاصله               
→                     𝜎 =

𝑀𝑦

𝐼
              

|𝜀𝑥| = 𝜀 

𝜓 

 فی

 سای

𝛼 =
𝐿

𝑟
→ 𝐿 = 𝑟𝛼 𝐼𝑓: 𝛼 → 0⟹ tan(𝛼) = 𝛼 =

𝑎

𝑏
 

𝜑 

 شعاع انحنا

 فی

𝑎 

𝑏 
𝛼 
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ℎ 

[
1
2
×
ℎ

2
𝜎𝑦] 𝑏 =

1
4
𝑏ℎ𝜎𝑦 

الاستیک خنثی محور  

 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیر ارتجاعی سازه

 مقطع مستطیلی تحت خمش خالص تغییرشکل پلاستیکلنگر و  

تار های بالایی و پایینی مقطع که تحت اثر بیشترین مقدار لنگر هستند،   ،یک عضو خمشی مثل تیر ستون یا تیر را در نظر بگیرید. با افزایش مقدار لنگر

از حالت  شروع به جاری شدن می افزایش مقدار لنگر، کم  پلاستیکبه    الاستیککنند و به عبارتی          کم کلیه تارهای مقطع جاری تبدیل می شوند. با 

یک مفصل    مانند ندارد و درحقیقت مقطع  ا  جا به بعد مقطع توانایی تحمل لنگر بیشتری رمی شوند که این مورد در شکل نمایش داده شده است. از این

 شود.گفته می شود و به لنگری که موجب ایجاد مفصل پلاستیک شده، لنگر پلاستیک گفته می مفصل پلاستیککه به آن  ،عمل می کند 

 

 

 

 

 

 

 

 (: 𝒂 و 𝐛حالت)

 

  

    

 

 

 

 

 

 

 (: 𝐜حالت)

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 
𝑀 = [൬

1− 𝜁
2
൰ ℎ𝑏𝜎𝑦 × ൬𝜁ℎ +

ℎ − 𝜁ℎ

2
൰] + [

1
4
𝜁ℎ𝑏𝜎𝑦 × ൬2 ×

2
3
×
𝜁ℎ

2
൰] → 𝑀 =

𝑏ℎ2

4
𝜎𝑦 ቆ1 −

𝜁2

3
ቇ = 𝑍𝜎𝑦 ቆ1−

𝜁2

3
ቇ 

𝑀𝑦 = [
1
4
𝑏ℎ𝜎𝑦 × ൬2 ×

2
3
×
ℎ

2
൰] → 𝑀𝑦 =

𝑏ℎ2

6
 𝜎𝑦 → 𝑀𝑦 = 𝑆𝜎𝑦  

ℎ 

𝜁ℎ 
ℎ 

ℎ − 𝜁ℎ

2
 

[
1
2
×
𝜁ℎ

2
] 𝑏𝜎𝑦 =

1
4
𝜁ℎ𝑏𝜎𝑦 

[
ℎ − 𝜁ℎ

2
] 𝑏𝜎𝑦 = ൬

1− 𝜁
2
൰ ℎ𝑏𝜎𝑦 

خنثی محور  
 زتا

 اساس مقطع پلاستیک

 اساس مقطع الاستیک

𝜎𝑚𝑎𝑥 < 𝜎𝑦 
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 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       ارتجاعی سازهتحلیل غیر 

 (: 𝐝حالت)

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

𝑀𝑝 = [
1
2
𝑏ℎ𝜎𝑦 × ൬2 ×

1
2
×
ℎ

2
൰] → 𝑀𝑝 =

𝑏ℎ2

4
𝜎𝑦 → 𝑀𝑝 = 𝑍𝜎𝑦 

 

 

 مقطع  ضریب شکل

ضریب  چههر .گویندمیرا ضریب شکل مقطع  𝑀𝑦به لنگر قابل تحمل مقطع در حالت الاستیک   𝑀𝑝نسبت لنگر قابل تحمل مقطع در حالت پلاستیک 

تر است. هرچه تمرکز مصالح حول محور خنثی بیشتر باشد ضریب از نظر رفتار خمشی مناسب  طعمق  ،تر باشدنزدیک  عدد یکشکل برای تیرهای سازه به  

 شود:  برای مقطع مستطیلی به شکل زیر محاسبه می ضریب شکل  شکل عدد بزرگتری خواهد بود.

𝑆ℎ𝑎𝑝𝑒 𝐹𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 = 𝑆. 𝐹 =
𝑀𝑝

𝑀𝑦
=

𝑏ℎ2

4 𝜎𝑦

𝑏ℎ2

6 𝜎𝑦
=
6
4
=
3
2
= 1/5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ℎ 

 لوزی  سپری  شکل   Iمقطع   مثلث لوله مدور  دایره توپر  مستطیل  شکل 

 2 8/1 1/1-2/1 34/2 27/1 7/1 5/1 ضریب شکل 

 

پلاستیک مقطع اساس  

[
ℎ

2
𝜎𝑦] 𝑏 =

1
2
𝑏ℎ𝜎𝑦 

ℎ پلاستیک خنثی محور  

[
ℎ

2
𝜎𝑦] 𝑏 =

1
2
𝑏ℎ𝜎𝑦 
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 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

   بدست آورید. بصورت پارامتری   𝜎𝑦با فرض تنش تسلیم   ع زیر رااطضریب شکل مق:  *1مثال    

 

 

 

 

 حل:    

 

 

  

 

 

  

  𝑆. 𝐹 =
 𝑀𝑝

 𝑀𝑦
=
[𝑏𝑡(ℎ − 𝑡) +

𝑡
4 (ℎ − 2𝑡)

2] 𝜎𝑦

𝑏ℎ3 − (𝑏 − 𝑡)(ℎ − 2𝑡)3
6ℎ 𝜎𝑦

=
3ℎ
2
[
4𝑏𝑡(ℎ − 𝑡) + 𝑡(ℎ − 2𝑡)2

𝑏ℎ3 − (𝑏 − 𝑡)(ℎ − 2𝑡)3
] 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐼 =
1
12
𝑏ℎ3 −

1
12
(𝑏 − 𝑡)(ℎ − 2𝑡)3 =

1
12
[𝑏ℎ3 − (𝑏 − 𝑡)(ℎ − 2𝑡)3] 

𝑀𝑦 = 𝑆𝜎𝑦 → 𝑀𝑦 =
𝐼

𝑐
𝜎𝑦 =

(
1
12) [𝑏ℎ

3 − (𝑏 − 𝑡)(ℎ − 2𝑡)3]

ℎ
2

𝜎𝑦 =
𝑏ℎ3 − (𝑏 − 𝑡)(ℎ − 2𝑡)3

6ℎ
𝜎𝑦 

𝐼 =
1
12
(𝑎)(3𝑎)3 +

1
12
(2𝑎)(𝑎)3 =

29
12
𝑎4 

𝑀𝑦 = 𝑆𝜎𝑦 → 𝑀𝑦 =
𝐼

𝑐
𝜎𝑦 → 𝑀𝑦 =

29
12 𝑎

4

3
2𝑎

𝜎𝑦 =
29
18
𝑎3𝜎𝑦  

𝑍 =∑𝑄𝑖 =∑𝐴𝑖𝑦𝑖 = 2 [൬𝑏𝑡 × (
ℎ

2
−
𝑡

2
൰ + (𝑡 × (

ℎ

2
− 𝑡) ×

ℎ
2 − 𝑡

2
)] = 𝑡 (

ℎ
2
 − 𝑡)

2

+ 𝑏𝑡(ℎ − 𝑡) 

 𝑀𝑝 = 𝑍𝜎𝑦 = [𝑡 (
ℎ
2
 − 𝑡)

2

+ 𝑏𝑡(ℎ − 𝑡)] 𝜎𝑦 = [𝑏𝑡(ℎ − 𝑡) +
𝑡

4
(ℎ − 2𝑡)2] 𝜎𝑦 

𝑍 =∑𝑄𝑖 =∑𝐴𝑖𝑦𝑖 = 2[𝑎2 × 𝑎] + 2 [(3𝑎 ×
𝑎

2
) ×

𝑎

4
] =

11
4
𝑎3 

 

  𝑆. 𝐹 =
 𝑀𝑝

 𝑀𝑦
=

11
4 𝑎

3𝜎𝑦
29
18𝑎

3𝜎𝑦
=
99
58
≃ 1/71 

 

𝑎 

𝑎 

𝑎 
𝑎 

𝑎

2
 

𝑎

2
 𝑎

4
 

پلاستیک خنثی محور  
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 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

 : *ادامه حل مثال   

 

 

  

 

 

 

   

 

 

 

 

   𝑍 =∑𝑄𝑖 =∑𝐴𝑖𝑦𝑖 = 2 [൬
1
2
× 𝑏 ×

ℎ

2
൰ ൬
1
3
×
ℎ

2
൰] =

𝑏ℎ2

12
 

   𝑆. 𝐹 =
 𝑀𝑝

 𝑀𝑦
=

𝑏ℎ2

12 𝜎𝑦
𝑏ℎ2

24 𝜎𝑦
= 2 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

  

 

 

 

 

 

𝐼 = 2 [
1
12
(𝑏) ൬

ℎ

2
൰
3

] =
𝑏ℎ3

48
 

𝑀𝑦 = 𝑆𝜎𝑦 → 𝑀𝑦 =
𝐼

𝑐
𝜎𝑦 =

𝜎𝑦𝐼

𝑐
=

𝑏ℎ3

48
ℎ
2

𝜎𝑦 =
𝑏ℎ2

24
𝜎𝑦 

𝑅 

𝑡 

𝐼 =
𝜋

4
𝑅4 −

𝜋

4
(𝑅 − 𝑡)4 

𝑀𝑦 = 𝑆𝜎𝑦 → 𝑀𝑦 =
𝐼

𝑐
𝜎𝑦 =

𝜋
4 [𝑅

4 − (𝑅 − 𝑡)4]

𝑅
𝜎𝑦  

 

𝑍 = 2 × ቆ
𝜋𝑅2

2
×
4𝑅
3𝜋
ቇ − 2 × [

𝜋(𝑅 − 𝑡)2

2
×
4(𝑅 − 𝑡)

3𝜋
] =

4(𝑅3 − (𝑅 − 𝑡)3)
3

 

   𝑆. 𝐹 =
 𝑀𝑝

 𝑀𝑦
=

4(𝑅3 − (𝑅 − 𝑡)3)
3 𝜎𝑦

𝜋
4 [𝑅

4 − (𝑅 − 𝑡)4]

𝑅 𝜎𝑦

=
16𝑅(𝑅3 − (𝑅 − 𝑡)3)
3𝜋[𝑅4 − (𝑅 − 𝑡)4]

 

 

𝑏 

1
3
×
ℎ

2
 

ℎ

2
 

پلاستیک خنثی محور  

𝑅 

𝑡 
𝑅 

𝑅 − 𝑡 
پلاستیک خنثی محور − =  
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 حل:    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

کنیم)باربرداری(. به آن لنگر وارد می  (𝑀𝑝−)ی  اندازهشود. سپس به  نگر وارد میلبه آن   𝑀𝑝ی  اندازهمقطع زیر را در نظر بگیرید. ابتدای به:  2مثال

𝜎𝑦) مطلوب است تعیین توزیع تنش در مقطع.  = 240𝑀𝑃𝑎) 

10𝑚𝑚 

20𝑚𝑚 

440𝑚𝑚 

20𝑚𝑚 

200𝑚𝑚 
40
0𝑚
𝑚

 

𝜎𝑦 = 240 

𝑀𝑝 = 499/2 𝑘𝑁.𝑚  

𝑀𝑝 = 𝑍𝜎𝑦 = [2(200× 20 × 210) + 2(200× 10× 100)]10−9 × 240 × 106 = 499/2 𝑘𝑁.𝑚 

 

0/1𝑀𝑝 = 49/92𝑘𝑁.𝑚  

+ = 𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝜎 =
𝑀𝑦

𝐼
=

49/92⏞  

0/1𝑀𝑝

× 103 × 220 × 10−3

(
1
12 × 200 × 440

3 −
1
12 × 190× 400

3)10−12
≃ 27 𝑀𝑃𝑎 

 

𝜎 ≃ 27 𝑀𝑃𝑎 𝜎 ≃ 216 𝑀𝑃𝑎 

𝜎𝑦 = 240 

+ = 

𝜎 ≃ 270𝑀𝑃𝑎 

𝜎𝑦 𝜎𝑦 

𝜎 ≃ 30 𝑀𝑃𝑎 

30 𝑀𝑃𝑎 

𝜎 ≃ 27 𝑀𝑃𝑎 𝜎 ≃ 216 𝑀𝑃𝑎 
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 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

 انحنا مقطع مستطیلی تحت خمش خالص  - منحنی لنگر

 کنیم: را محاسبه می( 𝜁 )زتا:( و ضریب𝜓)سای:بین انحنا یرابطه ،ابتدا

  

  

 

 

𝑀 =
𝑏ℎ2

4
𝜎𝑦 ቆ1 −

𝜁2

3
ቇ =

𝑏ℎ2

4
𝜎𝑦 (1 −

(
𝜓𝑒
𝜓 )

2

3
) = 𝑍𝜎𝑦 [1−

1
3
(
𝜓𝑒
𝜓
)2] → 𝑀 = 𝑀𝑝 [1−

1
3
(
𝜓𝑒
𝜓
)2] 

 

{
 
 
 

 
 
 
𝑀𝑦 = lim

𝜓→𝜓𝑒
𝑀𝑝 [1−

1
3
(
𝜓𝑒
𝜓
)2] = 𝑀𝑝 [1−

1
3
(
𝜓𝑒
𝜓𝑒
)2

⏞  
1

] =𝑀𝑝 [1−
1
3
] → 𝑀𝑦 =

2
3
𝑀𝑝

𝑀 = lim
𝜓→∞

𝑀𝑝 [1−
1
3
(
𝜓𝑒
𝜓
)2] =𝑀𝑝 [1−

1
3
(
𝜓𝑒
∞
)2

⏞    
0

] = 𝑀𝑝[1− 0] → 𝑀 = 𝑀𝑝

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

  

 

 وضیعت مقطع    انحنا - لنگر دقیق منحنی 

 ناحیه الاستیک  𝑂𝐴ناحیه  

 خرابی مقطع(   آغاز)رسد.دورترین تارهای مقطع به تنش تسلیم می 𝐴نقطه  

 پلاستیک است. ناحیه پلاستیک ناقص: قسمتی از مقطع الاستیک و قسمت دیگر آن   𝐴𝐵ناحیه  

 )پایان خرابی مقطع( رسد.کل مقطع به تنش تسلیم می 𝐵نقطه  

 پلاستیک کامل: کل مقطع پلاستیک شده است.  𝐵𝐶ناحیه  

 )پایان خرابی( شود.مقطع دچار فروریختگی می 𝐶نقطه  

 

𝜓 

𝜀𝑦  

خنثی محور  

ℎ

2
 

𝜁ℎ 
𝜓𝑒
𝜓
=

𝜀𝑦
ℎ
2
𝜀𝑦
𝜁ℎ
2

=
𝜀𝑦
𝜁ℎ
2

𝜀𝑦
ℎ
2

→
𝜓𝑒
𝜓
= 𝜁 

𝜓𝑒  

𝜀𝑦  

خنثی محور  

ℎ

2
 

𝜁 = 1 

𝜓 

𝑀 = 𝐸𝐼𝜓 

𝑀 = 𝑀𝑝 [1−
1
3
(
𝜓𝑒
𝜓
)2] 

 معادله ناحیه خطی

 معادله ناحیه غیرخطی

 «انحنا -لنگر دقیقمنحنی »

𝑀𝑝 

𝑀𝑦 =
2
3
𝑀𝑝 

 «انحنا  -لنگر ایده آل شدهمنحنی »
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 تحت بار متمرکز   تحت خمش خالص  با مقطع مستطیل  دو سر ساده  ناحیه پلاستیک تیر 

 

  

 

 

𝑀𝑝 =
𝑃𝑚𝐿

4
→ 𝑃𝑚 =

4𝑀𝑝
𝐿
                                                                                   𝑀𝑥 =

2𝑀𝑝
𝐿
𝑥 

2𝑀𝑝
𝐿
𝑥 = 𝑀𝑝 [1−

1
3
𝜁2] → 𝜁 = ±√3(1−

2𝑥
𝐿
) 

𝐼𝑓: 𝜁 = 1 →
2𝑀𝑝
𝐿
𝑥 = 𝑀𝑝 [1 −

1

3
× 12]

⏞        

𝑀𝑦

→ 𝑥 =
𝐿

3
 

 تحت خمش خالص تحت بار گسترده با مقطع مستطیل  ناحیه پلاستیک تیر دو سر ساده  

 

 

 

 

𝑀𝑝 =
𝑞𝑚𝐿

2

8
→ 𝑞𝑚 =

8𝑀𝑝
𝐿2
                                                   𝑀𝑥 =

4𝑀𝑝
𝐿
𝑥 −

𝑞𝑚𝑥
2

2
=
4𝑀𝑝
𝐿
𝑥 −

4𝑀𝑝𝑥2

𝐿2
=
4𝑀𝑝
𝐿
(𝑥 −

𝑥2

𝐿
) 

  
4𝑀𝑝
𝐿
(𝑥 −

𝑥2

𝐿
) = 𝑀𝑝 [1−

1
3
𝜁2] → 𝜁 = ±√3(1−

2𝑥
𝐿
) 

𝐼𝑓: 𝜁 = 1 →
4𝑀𝑝
𝐿
ቆ𝑥 −

𝑥2

𝐿
ቇ = 𝑀𝑝 [1−

1
3
× 12]

⏞          

𝑀𝑦

→
4
𝐿
ቆ𝑥 −

𝑥2

𝐿
ቇ =

2
3
→ 𝑥2 − 𝑥𝐿 +

𝐿2

6
= 0 → 𝑥 =

{
 
 

 
 3− √3

6
𝐿 ≃ 0/21𝐿

3+ √3
6

𝐿 ≃ 0/79𝐿

 

 

 

,𝐸𝑇𝐴𝐵𝑆در نرم افزارهای مهندسی عمران مانند)  𝑆𝐴𝑃بسیار زمانگیر است. بجای محاسبه ناحیه پلاستیک،    ی( بعلت اینکه تحلیل پلاستیک مقاطع، امر

 شود.  فروریختگی میکنند و تیر بصورت شکل زیر دچار یک مفصل در وسط تیر تعریف می

 

 بصورت زیر خواهد بود: که مطابق محاسبات تحلیل پلاستیک مقطع، شکل شماتیک فروریختگی تیر درحالی

  

ها باید قادر به تحمل لنگر پلاستتیک بدون هی  اثری از کمانش موضتعی باشتند. برای رستیدن به این هد   برای طراحی پلاستتیک، تمامی ستطح مقطع

 باید مقطع فشرده باشد.  

𝒒 

𝑞𝑚𝐿

2
=
4𝑀𝑝
𝐿

 
4𝑀𝑝
𝐿

 

𝑥 

2𝑀𝑝
𝐿

 
2𝑀𝑝
𝐿

 

𝐿 

𝑷 
𝑥 

2𝑀𝑝
𝐿

 
𝑥 

𝑀𝑥  

4𝑀𝑝
𝐿

 
𝑥 

𝑀𝑥  

0/21𝐿 0/21𝐿 0/58𝐿 

𝐿 
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  گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

    

     

 

 حل:    

 : )استفاده از مفهوم ضریب شکل مقطع( روش اول  

     

  

  

  

 

 

  

    

 روش دوم:    

                 

 

 

 

  𝑀𝑝 = 0/4𝑃𝑚 × 6 = 2/4𝑃𝑚 → 𝑃𝑚 =
  𝑀𝑝

2/4
   

 

 

 

 

:از  سمت  چپ    𝐼𝑓: 𝜁 = 1 →
𝑀𝑝

6
× 𝑥 = 𝑀𝑝 [1 −

1

3
× 12]

⏞        

𝑀𝑦

→ 𝑥 = 4 𝑚 

:از  سمت  راست    𝐼𝑓: 𝜁 = 1 →
𝑀𝑝

4
× 𝑥 = 𝑀𝑝 [1 −

1

3
× 12]

⏞        

𝑀𝑦

→ 𝑥 =
8
3
 𝑚 ≃ 2/67 𝑚 

 

 

 

یک تیر دوسر ساده با مقطع مستطیلی تحت بارگذاری با شرایط زیر قرار دارد. مطلوب است محاسبه موقعیت ناحیه پلاستیک با فرض    : *1مثال

𝑀𝑝 = 165 𝑘𝑁.𝑚. 

𝑆. 𝐹 مستطیل = 1/5 =
𝑀𝑝

𝑀𝑦
=
165 𝑘𝑁.𝑚
𝑀𝑦

→ 𝑀𝑦 = 110 𝑘𝑁.𝑚 

4− 𝑥𝑝 راست

4
=
110
165

→ 𝑥𝑝 راست =
4
3
≃ 1/33 𝑚 

6− 𝑥𝑝چپ

6
=
110
165

→ 𝑥𝑝چپ = 2 𝑚 

𝐴 𝐵 

∑𝑀𝐴 = 6𝑃 − 10𝑅𝐵 → 𝑅𝐵 = 0/6𝑃 

𝑅𝐴 = 0/4𝑃 𝑅𝐵 = 0/6𝑃 

𝑥𝑝 = 2+ 1/33 ≃ 3/ 33 𝑚 

𝐴 𝐵 

  𝑃𝑚 

  𝑀𝑝

6
 

  𝑀𝑝

4
 

 دیاگرام لنگر

𝑀) تسلیم باشد   لنگرمساوی یا بیشتر از    لنگرتیر که در آن    دهانه  ای ازناحیه ≥ 𝑀𝑦،)   در

 لذا:  گیرد. ناحیه پلاستیک قرار می

𝐴 𝐵 
 ناحیه پلاستیک
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 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

 

 

 

 

 

 

 

 

 :  باشد( می𝜎𝑦کوچکتر از تنش تسلیم) تار در دورترین( 𝜎𝑚)حالت، تنش ماکزیموم  (: در این𝑎حالت)    

  

  

   

 

   

  𝑀 = 2(ቆ
1
2
× 𝑏𝑡𝑓 [𝜎𝑚 − 𝜎𝑚(

𝑑 − 𝑡𝑓

𝑑
)]ቇ × (𝑑 −

1
3
𝑡𝑓))

⏞                            

قسمت مثلثی بال 

+ 2(ቆ𝑏𝑡𝑓 [𝜎𝑚(
𝑑 − 𝑡𝑓

𝑑
)]ቇ × (𝑑 −

𝑡𝑓

2
))

⏞                      

قسمت مستطیلی  بال 

+ 2 [ቆ
1
2
× 𝑡𝑤 [𝜎𝑚(

𝑑 − 𝑡𝑓

𝑑
)] × (𝑑 − 𝑡𝑓)ቇ × (

2
3
(𝑑 − 𝑡𝑓))]

⏞                                

جان 

 

  𝑀 =
2
3
𝜎𝑚(𝑑 − 𝑡𝑓)

3
൬
𝑡𝑤
𝑑
൰ + 𝜎𝑚 ቆ

𝑡𝑓
2

𝑑
ቇ𝑏 ൬𝑑 −

𝑡𝑓

3
൰ + 𝜎𝑚(𝑑 − 𝑡𝑓) ൬

𝑏

𝑑
൰ (2𝑑 − 𝑡𝑓)𝑡𝑓 

 باشد:  ( 𝜎𝑦برابر تنش تسلیم) ( در دورترین تار 𝜎𝑚تنش ماکزیموم ) اگر  

  

 

 

  

 

  

  𝑀𝑦 =
2
3
𝜎𝑦(𝑑 − 𝑡𝑓)

3
൬
𝑡𝑤
𝑑
൰ + 𝜎𝑦 ቆ

𝑡𝑓
2

𝑑
ቇ𝑏 ൬𝑑 −

𝑡𝑓

3
൰ + 𝜎𝑦(𝑑 − 𝑡𝑓) ൬

𝑏

𝑑
൰ (2𝑑 − 𝑡𝑓)𝑡𝑓 

 

  

𝑏 

2𝑑 

𝑑 − 𝑡𝑓 

𝑡𝑤 

𝑡𝑓 
𝜎𝑚 ≤ 𝜎𝑦 

𝜎𝑚(
𝑑 − 𝑡𝑓

𝑑
) 

𝜓𝐸 

𝜎𝑚 = 𝜎𝑦 

𝜁𝑑 𝜎𝑦(
𝑑 − 𝑡𝑓

𝜁𝑑
) 

𝜓𝑒𝐸 

𝜎𝑚 = 𝜎𝑦 
𝑡𝑓 

𝑑 − 𝑡𝑓 − 𝜁𝑑 

𝜁𝑑 

𝜓𝐸 

(𝒂) (𝒃) (𝒄) 

𝑏𝑡𝑓 [𝜎𝑦 − 𝜎𝑦(
𝑑 − 𝑡𝑓
𝑑

)]

2
 

𝑡𝑤 [𝜎𝑦(
𝑑 − 𝑡𝑓
𝑑

)] × (𝑑 − 𝑡𝑓)

2
 

𝑏𝑡𝑓 [𝜎𝑦(
𝑑 − 𝑡𝑓

𝑑
)] 

 

𝜎𝑚 = 𝜎𝑦 

𝜓𝑒 =
𝜀𝑦

𝑑
=
𝜎𝑦

𝐸𝑑
 

𝑏𝑡𝑓 [𝜎𝑚 − 𝜎𝑚(
𝑑 − 𝑡𝑓
𝑑

)]

2
 

𝑡𝑤 [𝜎𝑚(
𝑑 − 𝑡𝑓
𝑑

)] × (𝑑 − 𝑡𝑓)

2
 

𝑏𝑡𝑓 [𝜎𝑚(
𝑑 − 𝑡𝑓

𝑑
)] 

 

𝜎𝑚 < 𝜎𝑦 

  الاستیک خنثی محور

خنثی الاستیک  محور  

 شکل تحت خمش خالص بدست آورید.   Iانحنا را برای یک مقطع  -منحنی لنگر  :*2مثال
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خنثی محور  
𝜁𝑑 

𝜎𝑚 = 𝜎𝑦 
𝑏𝑡𝑓𝜎𝑦 

(𝑑 − 𝑡𝑓 − 𝜁𝑑)𝑡𝑤𝜎𝑦 

𝜁𝑑𝑡𝑤𝜎𝑦

2
 

 

 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

 : تسلیم شده است مقطع بال قسمتی از کنیم فرض می (: در این حالت، 𝑏حالت)    

 

 

 

  

  

 

 

  𝑀 = 2 [𝑏(𝑑 − 𝜁𝑑)𝜎𝑦 × ൬𝑑 −
𝑑 − 𝜁𝑑

2
൰]

+ 2 [
𝑏 (𝑡𝑓 − (𝑑 − 𝜁𝑑)) [𝜎𝑦 − 𝜎𝑦 ൬

𝑑 − 𝑡𝑓
𝜁𝑑

൰]

2
× (𝜁𝑑 −

1
3
(𝑡𝑓 − (𝑑 − 𝜁𝑑)))]

+ 2 [𝑏(𝑡𝑓 − (𝑑 − 𝜁𝑑)) [ቆ
𝑑 − 𝑡𝑓

𝜁𝑑
ቇ𝜎𝑦] × (𝜁𝑑 −

(𝑡𝑓 − (𝑑 − 𝜁𝑑))

2
]

+ 2 [ቆ
1
2
 𝑡𝑤(𝑑 − 𝑡𝑓)(

𝑑 − 𝑡𝑓

𝜁𝑑
)𝜎𝑦ቇ × ൬

2
3
(𝑑 − 𝑡𝑓)൰] 

  

  𝑀 =
2
3
𝜎𝑦(𝑑 − 𝑡𝑓)

3
൬
𝑡𝑤
𝜁𝑑
൰ + 𝜎𝑦𝑏(𝑡𝑓 − 𝑑 + 𝜁𝑑)

2
൬
2
3
𝜁𝑑 +

1
3
𝑑 −

1
3
𝑡𝑓൰ ൬

1
𝜁𝑑
൰ + 𝜎𝑦𝑏 ቆ

𝑑 − 𝑡𝑓

𝜁𝑑
ቇ (𝑡𝑓 − 𝑑 + 𝜁𝑑) + 

         +(𝑑 − 𝑡𝑓 + 𝜁𝑑) + 𝜎𝑦𝑏𝑑
2(1− 𝜁2)  

 است: کنیم کل بال و قسمتی از جان مقطع تسلیم شده در این حالت، فرض می  (:𝑐حالت)   

 

 

 

 

  

 

  𝑀 = 2 [𝑏𝑡𝑓𝜎𝑦 × ൬𝑑 −
𝑡𝑓

2
൰] + 2 [(𝑑 − 𝑡𝑓 − 𝜁𝑑)𝑡𝑤𝜎𝑦 × ቆ𝜁𝑑 +

(𝑑 − 𝑡𝑓 − 𝜁𝑑)

2
ቇ] + 2 [

𝜁𝑑𝑡𝑤𝜎𝑦

2
× ൬

2
3
𝜁𝑑൰] 

  𝑀 = 𝑏𝑡𝑓𝜎𝑦(2𝑑 − 𝑡𝑓) + 𝑡𝑤𝜎𝑦(𝑑 − 𝑡𝑓 − 𝜁𝑑)(𝑑 − 𝑡𝑓 + 𝜁𝑑) +
2
3
𝜎𝑦𝜁

2𝑑2𝑡𝑤 

𝜁اگر کل مقطع تسلیم شود)    =  شود:  بصورت زیر محاسبه میشکل  Iلنگر پلاستیک مقطع   بنابرایندهیم،صفر قرار می 𝜁در عبارت فوق بجای   (0

  𝑀𝑝 = 𝑏𝑡𝑓𝜎𝑦(2𝑑 − 𝑡𝑓) + 𝑡𝑤𝜎𝑦(𝑑 − 𝑡𝑓)
2
 

𝜁 =
𝜀𝑦

𝜓𝑑
=
𝜎𝑦

𝐸𝜓𝑑
 

𝑡𝑓 

𝑏(𝑑 − 𝜁𝑑)𝜎𝑦 

خنثی محور  

𝜁𝑑 

𝜎𝑚 = 𝜎𝑦 

1
2
 𝑡𝑤(𝑑 − 𝑡𝑓)(

𝑑 − 𝑡𝑓

𝜁𝑑
) 𝜎𝑦 

 

𝑏(𝑡𝑓 − (𝑑 − 𝜁𝑑)) [𝜎𝑦 − 𝜎𝑦(
𝑑 − 𝑡𝑓
𝜁𝑑

)]

2
 

𝑏(𝑡𝑓 − (𝑑 − 𝜁𝑑)) [(
𝑑 − 𝑡𝑓

𝜁𝑑
)𝜎𝑦] 
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   انحنا برای برخی دیگر از مقاطع در دیاگرام زیر ترسیم شده است:  - منحنی لنگر  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

   

 

 حل:    

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

 

 

𝑀𝑝

𝑀𝑦
 

𝜓

𝜓𝑦
 

با مقطع    :*3مثال شکل تحت بارگذاری با شرایط زیر قرار دارد. مطلوب است محاسبه موقعیت ناحیه پلاستیک با فرض    Iیک تیر دوسر ساده 

𝑆. 𝐹 = 1/14   

𝑪 𝑫 

𝒒 

𝑞𝑚𝐿

2
=
4𝑀𝑝
𝐿

 
𝑞𝑚𝐿

2
=
4𝑀𝑝
𝐿

 

𝑀𝑥 =
4𝑀𝑝
𝐿
𝑥 −

𝑞𝑚𝑥
2

2
=
4𝑀𝑝
𝐿
𝑥 −

4𝑀𝑝𝑥2

𝐿2
=
4𝑀𝑝
𝐿
(𝑥 −

𝑥2

𝐿
) 

4𝑀𝑝
𝐿
ቆ𝑥 −

𝑥2

𝐿
ቇ =

1
1/14

𝑀𝑝
⏞    

𝑀𝑦

→ 𝑥 =

{
 
 

 
 57+ √399

114
𝐿 = 0/68𝐿

57− √399𝐿
114

𝐿 = 0/32𝐿

 

0/32𝐿 0/32𝐿 0/36𝐿 
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 . یک تیر دوسر ساده با مقطع مستطیلی تحت بارگذاری با شرایط زیر قرار دارد. مطلوب است محاسبه موقعیت ناحیه پلاستیک : *4مثال

𝑷 

𝑃

2
 

𝑃𝐿

8
 

𝑃𝐿

8
 

𝑃

2
 

𝑀𝑝 =
𝑃𝑚𝐿

8
→ 𝑃𝑚 =

8𝑀𝑝
𝐿

 

 
𝑀𝑥 =

𝑃𝑚
2
𝑥 −

𝑃𝑚𝐿

8
=
8𝑀𝑝
2𝐿
𝑥 −𝑀𝑝 =

2
3
𝑀𝑝
⏞

𝑀𝑦

→ 𝑥 =
5
12
𝐿 ≃ 0/417 𝐿 

 

 

 

𝑀𝑥 =
𝑃𝑚
2
𝑥 −

𝑃𝑚𝐿

8
=
8𝑀𝑝
2𝐿
𝑥 −𝑀𝑝 = −

2
3
𝑀𝑝

⏞    

−𝑀𝑦

→ 𝑥 =
1
12
𝐿 ≃ 0/083 𝐿 

 

 

 

1
12
 𝐿 

2
12
 𝐿 

1
12
 𝐿 

5
12
 𝐿 
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 ها)نیروی محوری یا نیروی برشی( دلیل اندرکنش نیروکاهش ظرفیت لنگر پلاستیک مقطع به

 )فشاری یا کششی( محوری لنگر خمشی و نیروی)اندرکنش(  ترکیب توأمان    - 1

آید که اگر لنگر خمشی  سوال پیش میحال این  و لنگر خمشی الاستیک و پلاستیک بحث کردیم.    خالص   طور مفصل در مورد خمشدر بخش قبل به

؟  کند! می یابد یا کاهش پیدالنگر مقطع افزایش میتحمل  یا ظرفیت خالص نباشد و همراه با یک نیروی محوری)کششی یا فشاری( به مقطع وارد شود، آ

 گذارد!؟ مقطع می تحمل لنگریا به عبارتی بهتر، اندرکنش لنگر خمشی و نیروی محوری چه تأثیری بر ظرفیت 

از مقاطع محاسبه کنیم.  خواهیم به سوال فوق جواب بدهیم و معادلهلذا در این بخش می اندرکنش لنگر خمشی و نیروی محوری را برای برخی  ی 

  نشود. با اضافه کرداعمال گردد، در سراسر مقطع، تنش فشاری یکنواخت ایجاد می  )کمانش مطرح نیست(  ستون کوتاهیک نیروی محوری بر یک  هرگاه  

ازای بار محوری  الاستیک با تغییرات خطی در عرض مقطع خواهیم بود. با افزایش بیشتر لنگر خمشی و بهتنشی  یک لنگر خمشی کوچک، شاهد تشکیل  

. در خلال این  افتددنبال آن تسلیم در وجه دیگر و در نهایت تسلیم در کل مقطع اتفاق میشود، که بهثابت، نهایتاً تسلیم در یکی از وجوه مقطع واقع می

اش در وضعیت پلاستیک گیرد، به طر  موقعیت نهاییازای مقادیر بسیار کوچک لنگر خمشی در خارج از مقطع قرار میروند، محور تنش صفر که به

 کند.  کامل پیشروی می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ، خواهیم داشت:   𝑃و نیروی محوری فشاری  𝑀یک مقطع مستطیلی تحت لنگر خمشیبرای 

 

 

 

 

 

 {

𝑀 = 𝑀𝑝 − 𝛼
2ℎ2𝑏𝜎𝑦

𝑃 = 2𝛼 ℎ𝑏𝜎𝑦⏞  

𝑃𝑝

= 2𝛼𝑃𝑝

 

 

 

 

𝑃 𝑃,𝑀 

𝑃 

𝑀 𝑀 

𝑏 

ℎ 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝛼ℎ 

≡ 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

+ 2𝜎𝑦 
𝑀 𝑀 

𝑃 2𝛼ℎ𝑏𝜎𝑦 

 

𝑀 = 𝑀𝑝 − (2𝛼ℎ𝑏𝜎𝑦) × ൬
𝛼ℎ

2
൰ = 𝑀𝑝 − 𝛼

2ℎ2𝑏𝜎𝑦 

 

→ 𝛼 =
𝑃

2𝑃𝑝
 

𝑀 = 𝑀𝑝 − ቆ
𝑃

2𝑃𝑝
ቇ

2

ℎ2𝑏𝜎𝑦 = 𝑀𝑝 − ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

൬
𝑏ℎ2

4
൰ 𝜎𝑦

⏞    

𝑀𝑝

 

𝑀 = 𝑀𝑝 − ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

𝑀𝑝 → 𝑀 = 𝑀𝑝 [1 − ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

] →
𝑀

𝑀𝑝
+ ቆ

𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

= 1 

 در رابطه لنگر خواهیم داشت: 𝛼با جایگذاری مقدار  

لنگر  تحمل کنید نیرو محوری سبب کاهش ظرفیتهمانطور که مشاهده می 

 شود.  مقطع می
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 باشد که اگر آنرا رسم کنیم، دیاگرام آن بصورت زیر خواهد بود:  می برای مقطع مستطیلی ، رابطه اندرکنش لنگر خمشی و نیروی محوریاخیر یرابطه

𝑀

𝑀𝑝
+ ቆ

𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

= 1 

 

  

 

 

 

 

 

 و نیروی محوری برای مقطع مستطیلی«خمشی »دیاگرام اندرکنش لنگر 

 

 

  

  

 حل:    

  
𝑀

𝑀𝑝
+ ቆ

𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

= 1 →
70
100

+ ൬
𝑃

200
൰
2

= 1 → 𝑃 = ±109/5 𝑡𝑜𝑛 

 

 

 

 

 

 

 

  

    {
𝑀 = 𝑀𝑝 − 𝛽

2𝐷2𝑡𝜎𝑦

𝑃 = 2𝛽𝐷𝑡𝜎𝑦 → 𝛽 =
𝑃

2𝐷𝑡𝜎𝑦

 

𝑴

𝑴𝒑
 

𝑷

𝑷𝒑
 

𝑀𝑝)در مقطع مستطیلی زیر حداکثر مقدار نیروی محوری وارده را محاسبه کنید. : 1مثال = 100 𝑡. 𝑚   و𝑃𝑝 = 200 𝑡𝑜𝑛)    

𝑃 =? 

𝑀 = 70 𝑡. 𝑚 

 بدست آورید. شکل زیر  Iاندرکنش لنگر خمشی و نیروی محوری را برای مقطع  یرابطه :2مثال

 قرار دارد.محور خنثی پلاستیک در بال مقطع    فرض کنید )ب(محور خنثی پلاستیک در جان مقطع قرار دارد   فرض کنید )الف(

𝑡 

𝑏 

𝐷 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝛽𝐷 

≡ 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

+ 2𝜎𝑦 

𝑇 

2𝛽𝐷𝑡𝜎𝑦 

𝑀 = 𝑀𝑝 − (2𝛽𝐷𝑡𝜎𝑦) × ൬
𝛽𝐷

2
൰ = 𝑀𝑝 − 𝛽

2𝐷2𝑡𝜎𝑦 

 

 حل:

 )الف(

𝑃𝑝 = 𝐴𝑔𝜎𝑦  𝑀𝑝 = 𝑍𝜎𝑦 
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 : 2ادامه حل مثال  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  𝑀 = 𝑀𝑝 − [(2(𝛼𝑇)𝑏𝜎𝑦) × ൬
𝛼𝑇

2
+
ℎ

2
൰] − [൬2 ൬

ℎ

2
൰ 𝑡𝜎𝑦൰ × ൬

ℎ

4
൰] = 𝑀𝑝 − [𝑏𝑇𝛼𝜎y(𝑇 𝛼 + ℎ) − ℎ𝑡𝜎y ×

ℎ

4
] 

  𝑃 = 2(𝛼𝑇)𝑏𝜎𝑦 + 2 ൬
ℎ

2
൰ 𝑡𝜎𝑦 = 2𝛼𝑇𝑏𝜎𝑦 + ℎ𝑡𝜎𝑦 → 𝛼 =

𝑃 − ℎ𝑡𝜎𝑦

2𝑇𝑏𝜎𝑦
 

  𝑀 = 𝑀𝑝 − [
𝑃 − ℎ𝑡𝜎𝑦

2
ቆ
𝑃 − ℎ𝑡𝜎𝑦

2𝑏𝜎𝑦
+ ℎቇ + ℎ𝑡𝜎y ×

ℎ

4
] 

  
𝑀

𝑀𝑝
= 1 −

1

𝑍𝜎𝑦
×
𝐴𝑔

2𝜎𝑦
2

𝑃𝑝
2 [

𝑃 − ℎ𝑡𝜎𝑦

2
ቆ
𝑃 − ℎ𝑡𝜎𝑦

2𝑏𝜎𝑦
+ ℎቇ +

ℎ2𝑡𝜎y

4
] 

  
𝑀

𝑀𝑝
= 1 −

1

4𝑍
×
𝐴𝑔

2𝜎𝑦

𝑃𝑝
2 [(𝑃 − ℎ𝑡𝜎𝑦) ቆ

𝑃 − ℎ𝑡𝜎𝑦

𝑏𝜎𝑦
+ 2ℎቇ + ℎ2𝑡𝜎y] 

  
𝑀

𝑀𝑝
= 1 −

1

4𝑍
[
 
 
 

(

 
𝐴𝑔

2 ൬
𝑃
𝑃𝑝
൰
2

− 𝐴𝑔 ൬
𝑃
𝑃𝑝
൰ 2ℎ𝑡 + ℎ2𝑡2 + 𝐴𝑔 ൬

𝑃
𝑃𝑝
൰ × 2ℎ𝑏 − 2ℎ2𝑏𝑡

𝑏

)

 + ℎ2𝑡

]
 
 
 

 

  
𝑀

𝑀𝑝
= 1 −

1

4𝑍
[
 
 
 ൬𝐴𝑔 ൬

𝑃
𝑃𝑝
൰ − ℎ𝑡൰

2

𝑏
+ 2ℎቆ𝐴𝑔 ቆ

𝑃

𝑃𝑝
ቇ − ℎ𝑡ቇ + ℎ2𝑡

]
 
 
 

 

 

  

𝑀 = 𝑀𝑝 − ቆ
𝑃

2𝐷𝑡𝜎𝑦
ቇ

2

𝐷2𝑡𝜎𝑦 = 𝑀𝑝 − ቆ
𝑃2

4𝐷2𝑡2𝜎𝑦2
ቇ𝐷2𝑡𝜎𝑦 →  𝑀 = 𝑀𝑝 − ቆ

𝑃2

4𝑡𝜎𝑦
ቇ →

𝑀

𝑀𝑝
= 1 −

𝑃2

4𝑡𝜎𝑦
×

1
𝑍𝜎𝑦

→ 

→
𝑀

𝑀𝑝
= 1−

𝑃2

4𝑡𝜎𝑦
×

1
𝑍𝜎𝑦

×
𝑃𝑝

2

𝑃𝑝
2 →

𝑀

𝑀𝑝
= 1− ቆ

𝑃2

𝑃𝑝
2ቇ
𝐴𝑔

2𝜎𝑦
2

4𝑡𝜎𝑦
×

1
𝑍𝜎𝑦

→
𝑀

𝑀𝑝
= 1− ቆ

𝑃2

𝑃𝑝
2ቇ
𝐴𝑔

2

4𝑡𝑍
 

𝑀

𝑀𝑝
= 1− ቆ

𝑃2

𝑃𝑝
2ቇ
𝐴𝑔

2

4𝑡𝑍
 

 )ب(

𝑇 − 𝛼𝑇 

𝑡 

𝑏 

ℎ 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝛼𝑇 
≡ 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

+ 

2𝜎𝑦 

𝑇 

2(𝛼𝑇)𝑏𝜎𝑦 

2 ൬
ℎ

2
൰ 𝑡𝜎𝑦 
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 حل: 

 )الف(    

  

 

 

 

 

  𝑀 = 𝑀𝑝 − [(2𝛽𝐵𝑇𝜎𝑦) × ൬
𝛽𝐵

2
൰] 

  𝑃 = 2𝛽𝐵𝑇𝜎𝑦 → 𝛽 =
𝑃

2𝐵𝑇𝜎𝑦
 

  𝑀 = 𝑀𝑝 − [ቆ2 ×
𝑃

2𝐵𝑇𝜎𝑦
𝐵𝑇𝜎𝑦ቇ × (

𝑃
2𝐵𝑇𝜎𝑦

𝐵

2
)] = 𝑀𝑝 − [𝑃 × ቆ

𝑃

4𝑇𝜎𝑦
ቇ] = 𝑀𝑝 − ቆ

𝑃2

4𝑇𝜎𝑦
ቇ 

  
𝑀

𝑀𝑝
= 1−

1
𝑍𝜎𝑦

𝐴𝑔
2𝜎𝑦

2

𝑃𝑝
2 ቆ

𝑃2

4𝑇𝜎𝑦
ቇ = 1 −

𝐴𝑔
2

4𝑇𝑍
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

= 1−
(2𝐵𝑇)2

4𝑇(
𝐵𝑇2 + 𝑇𝐵2

2 )

ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

= 1 −
2𝑇𝐵2

(𝐵𝑇2 + 𝑇𝐵2)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

 

𝑀

𝑀𝑝
= 1−

2𝐵

(𝑇 + 𝐵)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

   

 )ب(     

 

 

 𝑀 = 𝑀𝑝 − [(2𝛽𝐵𝑇𝜎𝑦) × ൬
𝛽𝑇

2
൰]                                                    𝑃 = 2𝛽𝐵𝑇𝜎𝑦 → 𝛽 =

𝑃

2𝐵𝑇𝜎𝑦
 

  𝑀 = 𝑀𝑝 − [ቆ2 ×
𝑃

2𝐵𝑇𝜎𝑦
𝐵𝑇𝜎𝑦ቇ × (

𝑃
2𝐵𝑇𝜎𝑦

𝑇

2
)] = 𝑀𝑝 − [𝑃 × ቆ

𝑃

4𝐵𝜎𝑦
ቇ] = 𝑀𝑝 − ቆ

𝑃2

4𝐵𝜎𝑦
ቇ 

  
𝑀

𝑀𝑝
= 1−

1
𝑍𝜎𝑦

𝐴𝑔
2𝜎𝑦

2

𝑃𝑝
2 ቆ

𝑃2

4𝐵𝜎𝑦
ቇ = 1−

𝐴𝑔
2

4𝐵𝑍
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

= 1−
(2𝐵𝑇)2

4𝐵 ൬
𝐵𝑇2 + 𝑇𝐵2

2 ൰
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

= 1−
2𝑇2𝐵

(𝐵𝑇2 + 𝑇𝐵2)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

 

 

 زیر بدست آورید.  )سپری(شکل Tاندرکنش لنگر خمشی و نیروی محوری را برای مقطع  یرابطه : *3مثال

 قرار دارد.محور خنثی پلاستیک در بال مقطع   فرض کنید  )ب(محور خنثی پلاستیک در جان مقطع قرار دارد   فرض کنید  )الف(

 

 

 𝐵 

𝐵 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝛽𝐵 ≡ 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

+ 

2𝜎𝑦 

𝑇 

2𝛽𝐵𝑇𝜎𝑦 

𝑇 

𝐵 

𝐵 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

𝛽𝑇 ≡ 

𝜎𝑦 

𝜎𝑦 

+ 

2𝜎𝑦 

𝑇 

2𝛽𝐵𝑇𝜎𝑦 𝑇 

𝑇 − 𝛽𝑇 

𝑀

𝑀𝑝
= 1−

2𝑇

(𝑇 + 𝐵)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

 

 



23 
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  𝑀 = 𝑀𝑝 ቆ1 −
2𝐵

(𝑇 + 𝐵)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

 ቇ − 𝑃𝑦 =  𝑀𝑝 ቆ1 −
2𝐵

(𝑇 + 𝐵)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

 ቇ − [
𝑃

𝑃𝑝
× (2𝐵𝑇𝜎𝑦)(

𝑇 − 𝐵

4
)] 

  𝑀 =  𝑀𝑝 ቆ1 −
2𝐵

(𝑇 + 𝐵)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

 ቇ −
𝑀𝑝

൬
𝐵𝑇2 + 𝑇𝐵2

2 ൰ 𝜎𝑦

[
𝑃

𝑃𝑝
× (2𝐵𝑇𝜎𝑦)(

𝑇 − 𝐵

4
)] 

  
𝑀

𝑀𝑝
= [1 −

2𝐵

(𝑇 + 𝐵)
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

 −
(𝑇 − 𝐵)

𝑇 + 𝐵
ቆ
𝑃

𝑃𝑝
ቇ] 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

برای حالتی که نیروی محوری بر مرکز سطح مقطع    زیر  )سپری(شکل  Tاندرکنش لنگر خمشی و نیروی محوری را برای مقطع    یرابطه  : *4مثال

 بدست آورید. اعمال شود، 

 قرار دارد.محور خنثی پلاستیک در بال مقطع    فرض کنید )ب(محور خنثی پلاستیک در جان مقطع قرار دارد   فرض کنید )الف(

 

 

 

𝑦 

𝐵 

𝐵 

𝑇 

𝑇 

 مرکز سطح

 محور خنثی پلاستیک

𝑦 =
(𝐵𝑇 ×

𝑇
2) + (𝐵𝑇 × (−

𝐵
2))

2𝐵𝑇
=
𝑇 − 𝐵

4
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 * برشی  ترکیب توأمان )اندرکنش( لنگر خمشی و نیروی  - 2

ن تیر که شکل  یاثر  پیچیدهقطع آن کلی  مروی برشی در یک  نیروی محوری میاست، بسیار  اثر  از  برآیند تنشتر  این حالت  به    ها میباشد. در  تواند 

باشد. در هر حال، الحاق برش به خمش منجر به یک سیستم تنش  ها می های ناشی از خمش ملحق گردند و این امر ناشی از طولی بودن این تنشتنش

 کنیم.  های خاص را بررسی می ستیک تحت این شرایط خارج از بحث این درس است. لذا بعضی از حالت که بحث پیرامون رفتار پلا  گردددو بعدی می 

 تسلیم فون مایسز داریم:  طبق معیار 

𝜎2 + 3𝜏2 ≤ 𝜎𝑦2 

برش خالص ∶ 𝜎2⏞
0

+ 3𝜏2 ≤ 𝜎𝑦2 → 𝜏 ≤
𝜎𝑦

√3
→ 𝜏𝑦 =

𝜎𝑦

√3
 

 

  دارد:مقطع مستطیلی زیر را در نظر بگیرید، که همزمان تحت خمش و برش قرار 

 

 

 

 

 

 

 دانیم که:  در ناحیه الاستیک می

𝜎

𝜎𝑦
=
𝑦

𝑑
2

→ 𝜎 = 𝜎𝑦
2𝑦
𝑑

 

𝜎2 + 3𝜏2 = 𝜎𝑦2 → ൬𝜎𝑦
2𝑦
𝑑
൰
2

+ 3𝜏2 = 𝜎𝑦2 → 𝜏𝑦 =
𝜎𝑦

√3
[√1− ൬

2𝑦
𝑑
൰
2

] 

𝑀𝑦 = 𝑆𝜎𝑦 =
𝑏𝑑2

6
𝜎𝑦 =

2
3
𝑀𝑝 

𝜏𝑦 =
3
2
×
𝑉

𝐴
→ 𝑉 =

2
3
× 𝐴 × 𝜏𝑦 → 𝑉 =

2
3
× 𝐴 ×

𝜎𝑦

√3
→ 𝑉 =

2
3
×
𝜎𝑦

√3
𝑏𝑑 

 دانیم که:  ناحیه پلاستیک میدر 

𝑀 = 𝑀𝑝 [1 −
1
3
൬
2𝑦0
𝑑
൰
2

] 

𝑉 =
2
3
×
𝜎𝑦

√3
𝑏(2𝑦0) → 𝑉 =

4
3
×
𝜎𝑦

√3
𝑏𝑦0 → 𝑦0 =

3
4
× √3 ×

𝑉

𝑏𝜎𝑦
 

 لذا:  

𝑀

𝑀𝑝
= [1 −

1
3
൬
2𝑦0
𝑑
൰
2

] =

[
 
 
 
 

1−
1
3

(

 
 
3√3
2 ×

𝑉
𝑏𝜎𝑦

𝑑

)

 
 

2

]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
1−

9
4 ×

𝑉2

𝑏2𝜎𝑦2

𝑑2

]
 
 
 
= 1−

9𝑉2

4𝑏2𝑑2𝜎𝑦2
= 1−

9𝑉2

4𝑏2𝑑2(3𝜏𝑦2)

= 1 −
9𝑉2

12𝑏2𝑑2𝜏𝑦2
= 1−

3𝑉2

4𝑏2𝑑2𝜏𝑦2
= 1 −

3𝑉2

4𝑉𝑝
2 →

𝑀

𝑀𝑝
= 1−

3𝑉2

4𝑉𝑝
2 = 1−

3
4
(
𝑉

𝑉𝑝
)2 

𝑉𝑝 = 𝑏𝑑𝜏𝑦 =
𝑏𝑑

√3
𝜎𝑦 



25 
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 لذا اندرکنش لنگر خمشی و نیروی برشی برای یک مقطع مستطیلی بصورت زیر است: 

𝑀

𝑀𝑝
= 1−

3
4
(
𝑉

𝑉𝑝
)2 

 برای اهدا  طراحی، رابطه زیر را پیشنهاد کرده است:   (Druckerالبته دراکر) 

𝑀

𝑀𝑝
= 1− (

𝑉

𝑉𝑝
)4 

 

 برشی*   ترکیب توأمان )اندرکنش( لنگر خمشی و نیروی محوری و نیروی   - 3

 ( اندرکنش لنگر خمشی و نیروی محوری و نیروی برشی برای مقطع مستطیلی بصورت زیر خواهد بود: Druckerرابطه پیشنهادی دراکر ) طبق 

𝑀

𝑀𝑝
+ ቆ

𝑃

𝑃𝑝
ቇ

2

+

(
𝑉
𝑉𝑝
)4

1− ൬
𝑃
𝑃𝑝
൰
2 = 1 
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 فصل دوم                                                              » تیرها و قاب های ساده« 

 دمه مق

از ما    .برای مثال، تیر طره زیر را در نظر بگیریددهد.  ها را تشکیل میتیرها و قاب  یح النگر خمشی، تقریباً قسمت اساسی اولیه از تحلیل یا طر   تعیین

 شود را تعیین کنید، لذا:  خواسته شده است که باری که باعث خرابی تیر می

 

  

  

 

کمی پیچیده باشد و یا سیستم مورد برای تعیین بار خرابی و تسلیم تیر، تعیین لنگر خمشی بسیار اهمیت دارد. اگر تیر    کنیدشاهده می مهمانطور که  

خواهد شد. لذا از روش دیگری برای محاسبه بار خرابی   و زمانگیر  شکل قاب باشد، تعیین لنگر به روش فوق الذکر )روش استاتیکی( کمی دشوارتحلیل به

 یم کرد.  استفاده خواه

 م( ز) روش مکانیروش انرژی

شود. بار  برای هر مکانیسم تشکیل میداخلی  ی کار مجازی  شناسایی شده و معادله  سیستم  این روش، تمامی مکانیزم های احتمالی فروپاشی  مطابق

 شود.  فروپاشی لازم برای مکانیزم شدن سیستم انتخاب میشود. باری که اندازه آن کمترین باشد، به عنوان بار فروپاشی برای هر مکانیزم تعیین می

در تمام نقاط مفاصل    𝜃و دوران پلاستیک مربوطه    𝑀𝑝ضرب لنگر پلاستیک  عنوان مجموع حاصلی کار مجازی، کار داخلی کل بهدر ایجاد معادله

ضرب نیرو های خارجی اعمالی و جابجایی مربوطه در محل تمام  پلاستیک، باید برابر با کار خارجی کل باشد. کار خارجی کل به عنوان مجموع حاصل

 شود.  نیروها بیان می

∑𝑀𝑝𝜃𝑖
⏞    

کار  داخلی 

=∑𝑃𝑖𝛿𝑖
⏞    

کار  خارجی

 

 کنیم: حالا مثال نمونه را به روش انرژی حل می

 

 

 

 

 روش استاتیکی و روش انرژی( دقیقاً بر هم منطبق هستند.  در کنید پاسخ ها )همانطور که مشاهده می 

 شد:  بصورت زیر محاسبه می تغییرمکان  -نیرولازم به ذکر است که اگر تحلیل الاستیک مورد بررسی بود، انرژی داخلی) کار داخلی( با توجه به منحنی 

 

 کنیم. لذا: در تحلیل پلاستیک از ناحیه الاستیک صرف نظر میولی 

 

 

  

فرض   ∶ 𝑀𝑦 = 80 𝑘𝑁.𝑚    ,    𝑀𝑝 = 100 𝑘𝑁.𝑚 

 

𝑀𝑝 = 𝑃𝐿 → 𝑃نهایی =
𝑀𝑝

𝐿
=

100
2
= 50 𝑘𝑁 

𝑀𝑦 = 𝑃𝐿 → 𝑃تسلیم =
𝑀𝑦

𝐿
=

80
2
= 40 𝑘𝑁 شروع خرابی 

𝑃 =? 

𝐿 = 2𝑚 

𝜃 

 مفصل پلاستیک
𝑃 =? 

𝐿 

تیر فروریختگی مکانیزم  

𝑀𝑝 𝛿 = 𝐿𝜃 

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 𝜃 = 𝑃 × 𝐿𝜃 

𝑃 =
𝑀𝑝𝜃

𝐿𝜃
→ 𝑃 =

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

𝑊:کار داخلی =
1
2
𝑃𝛿 (مساحت مثلث)  

𝑊:کار داخلی = 𝑃𝛿 

 

مستطیل(مساحت )  

خرابی پایان آغاز خرابی  

𝛿 

𝑃 

 ناحیه پلاستیک ناحیه الاستیک
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 روش انرژی تعیین کنید.  هر یک از سیستم های زیر را به  )فروریختگی(بار نهایی:  1مثال   

 

 

 

 

 

   

  

 

  

  

 

 

 

 

    

 

 

 

 

  

 

  

 

 

  

 مکانیزمی است که بار خرابی آن کمتر باشد.  خرابی،اگر چند مکانیزم بررسی شود، مکانیزم   

 

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 2𝜃 = 𝑃 ×
𝜃𝐿

2
 

𝑃 =
2 × 2𝑀𝑝𝜃

𝐿𝜃
→ 𝑃 =

4𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

 مفصل پلاستیک

𝑃 

𝜃 𝜃 

2𝜃 

𝛿 =
𝜃𝐿

2
 

𝑃 

𝐿 

مزمکانی  
کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝 × 2𝜃 = 𝑃 ×
𝜃𝐿

2
 

𝑃 =
2 × 4𝑀𝑝𝜃

𝜃𝐿
→ 𝑃 =

8𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

 مفصل پلاستیک

𝑃 

𝜃 𝜃 

2𝜃 

𝛿 =
𝜃𝐿

2
 

𝑃 

𝐿 

مزمکانی  

𝐿

2
 

𝐿

2
 

 مفصل پلاستیک

𝑃 

𝜃 𝜃 

2𝜃 

𝛿 =
𝜃𝐿

2
 

𝑃 

𝐿 

مزمکانی  
کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝 × 2𝜃 = 𝑃 ×
𝜃𝐿

2
 

𝑃 =
2 × 3𝑀𝑝𝜃

𝜃𝐿
→ 𝑃 =

6𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

2𝑃 

2𝜃 𝜃 

3𝜃 

𝛿 =
2𝜃𝐿

3
 

2𝑃 

𝐿

3
 

مزمکانی  

𝐿

3
 

𝐿

3
 

𝑃 𝑃 

𝛿 =
𝜃𝐿

3
 

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 3𝜃 = 2𝑃 ×
2𝜃𝐿

3
+ 𝑃 ×

𝜃𝐿

3
 

𝑃 =
3 × 3𝑀𝑝𝜃

5𝐿𝜃
→ 𝑃 =

9𝑀𝑝
5𝐿

 

 

 
𝑃 2𝑃 

9𝜃 
𝜃 10𝜃 

𝛿 = 0/9𝜃𝐿 

2𝑃 

0/5𝐿 

مزمکانی  

0/1𝐿 0/4𝐿 

𝑃 

𝛿 = 0/5𝜃𝐿 

 یا 

2𝑃 

𝜃 𝜃 

𝛿 = 0/5𝜃𝐿 

𝑃 

𝛿 = 0/1𝜃𝐿 

2𝜃 

کار داخلی  =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 2𝜃 = 2𝑃 × 0/1𝜃𝐿 + 𝑃 × 0/5𝜃𝐿 

𝑃 =
2𝑀𝑝𝜃
0/7𝜃𝐿

→ 𝑃 ≃ 2/86
𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

کار داخلی  =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 10𝜃 = 2𝑃 × 0/9𝜃𝐿 + 𝑃 × 0/5𝜃𝐿 

𝑃 =
10𝑀𝑝𝜃
2/3𝜃𝐿

→ 𝑃 ≃ 4/35
𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

شود. محسوب نمی  )مفصل پلاستیک(مفصلی سیستم، کار داخلیگاه  دوران در تکیه  
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 شود. بعنوان مکانیزم بحرانی انتخاب می 3لذا مکانیزمبار خرابی کمترین مقدار است.  3چون در حالت   

 

 

 

  

 

 

 

 

 

   تر است. بحرانی  2لذا مکانیزم   

𝑀𝑝 = 12 𝑘𝑁.𝑚 𝑀𝑝 = 14 𝑘𝑁.𝑚 𝑀𝑝 = 16 𝑘𝑁.𝑚 

14𝑚 

𝑃 

9𝑚 

𝑃 𝑃 

12𝑚 

14𝑚 

𝑃 

9𝑚 

𝑃 𝑃 

12𝑚 

14𝑚 

𝑃 

9𝑚 

𝑃 𝑃 

12𝑚 

14𝑚 

𝑃 

9𝑚 

𝑃 𝑃 

12𝑚 

𝜃 

𝜃 

2𝜃 

𝛿 = 4/5𝜃𝐿 

𝜃 

2𝜃 

𝛿 = 7𝜃𝐿 

𝛿 = 6𝜃𝐿 

𝜃 𝜃 
2𝜃 

1مکانیزم   

کار داخلی  =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 3𝜃 = 𝑃 × 4/5𝜃𝐿 

𝑃 =
3𝑀𝑝𝜃
4/5𝜃𝐿

→ 𝑃 ≃ 0/67
𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

کار داخلی  =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 4𝜃 = 𝑃 × 7𝜃𝐿 

𝑃 =
4𝑀𝑝𝜃
7𝜃𝐿

→ 𝑃 ≃ 0/57
𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

کار داخلی  =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 3𝜃 = 𝑃 × 6𝜃𝐿 

𝑃 =
3𝑀𝑝𝜃
6𝜃𝐿

→ 𝑃 = 0/5
𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

2مکانیزم   

3مکانیزم   

* 

کار  داخلی  =  کار  خارجی 

𝑀𝑝 × 2𝜃 + 𝑀𝑝 × 𝜃 = 0/75𝑃 × 0/5𝜃𝐿 

𝑃 =
3𝑀𝑝𝜃

(0/75 × 0/5)𝜃𝐿
→ 𝑃 = 8

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

کار  داخلی  =  کار  خارجی 

𝑀𝑝 × 𝜃 + 2𝑀𝑝 ×
𝜃

2
+ 2𝑀𝑝 × 1/5𝜃 = 2𝑃 ×

1
3
𝜃𝐿 

𝑃 =
5𝑀𝑝𝜃

(
2
3) 𝜃𝐿

→ 𝑃 = 7/5
𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

∆= 0/5𝜃𝐿 

∆ 

∆=
1
3
𝜃𝐿 

1مکانیزم  2مکانیزم    
 است. 𝑀𝑝برابر  𝐶گاه  لنگر پلاستیک تکیه

* 



29 

 

 عرفان یحیی زاد گردآورنده:                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

   :1ادامه حل مثال   

   

 

 

 

 

  

  

  

 

 

 

  فرضیات:   

 

 

    

   2شود. همچنین چون ظرفیت لنگر پلاستیک ستونبیشتر از تیر است، لذا مفصل پلاستیک در تیر تشکیل می 1چون ظرفیت لنگر پلاستیک ستون   

 شود.  تشکیل می 2بیشتر از تیر است، لذا مفصل پلاستیک در ستون  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝐹 

 ℎ 

 𝐿 

مزمکانی  

 𝐹 

 ℎ 
 𝜃  𝜃 

 𝜃 

 ℎ𝜃  ℎ𝜃 کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 4𝜃 = 𝐹 × ℎ𝜃 

𝐹 =
4𝑀𝑝𝜃

ℎ𝜃
→ 𝐹 = 4

𝑀𝑝

ℎ
 

 

 

 𝐹 

 2ℎ 
 ℎ 

 𝐿 

مزمکانی  
 𝐹 

 2ℎ 

 
𝛿

2ℎ
 

𝛿 𝛿  کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝 × (
𝛿

2ℎ
+
𝛿

2ℎ
+
𝛿

ℎ
+
𝛿

ℎ
) = 𝐹 × 𝛿 

𝐹 = 3
𝑀𝑝
ℎ

 

 

 

 
𝛿

ℎ
 

 ℎ 

 𝐹 
𝑀𝐶1

= 200 𝑘𝑁.𝑚 

مزمکانی  

 𝐹 

 𝜃  𝜃 

 3𝜃  3𝜃 

𝐶1 𝐶2 

𝐵 

𝑀𝐶2
= 80 𝑘𝑁.𝑚 

𝑀𝐵 = 100 𝑘𝑁.𝑚 

کار داخلی =  کار خارجی

(200𝜃) + (100𝜃) + (80𝜃) + (80𝜃) = 𝐹 × 3𝜃 

𝐹 =
460𝜃
3𝜃

→ 𝐹 ≃ 153/33 𝑘𝑁 

 

 

3𝑚 

4𝑚 

3𝑚 

4𝑚 

 𝜃 
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 تر است. ، بحرانی3لذا مکانیزم  

 

𝑃 

3𝑃 

𝐿 

𝐿 

𝐿 

𝜃 𝜃 

𝜃 
0/5𝜃𝐿 

𝜃 

𝜃𝐿 

𝜃𝐿 
کار داخلی =  کار خارجی

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) = 3𝑃 × 𝜃𝐿 − 𝑃 × 0/5𝜃𝐿 

𝑃 =
6𝑀𝑝𝜃

2/5𝜃𝐿
→ 𝑃 ≃ 2/4

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

کار داخلی =  کار خارجی

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) = 3𝑃 × 𝜃𝐿 + 𝑃 × 0/5𝜃𝐿 

𝑃 =
6𝑀𝑝𝜃

3/5𝜃𝐿
→ 𝑃 ≃ 1/71

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

𝜃 𝜃 

𝜃 𝜃 

𝜃 

𝜃 

𝜃 𝜃 

𝜃𝐿 𝜃𝐿 
0/5𝜃𝐿 

𝜃 𝜃 

𝜃 

𝜃𝐿 𝜃𝐿 

𝜃 
کار داخلی =  کار خارجی

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) = 3𝑃 × 𝜃𝐿 

𝑃 =
4𝑀𝑝𝜃

3𝜃𝐿
→ 𝑃 ≃ 1/33

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

𝜃 𝜃 

𝜃 𝜃 0/5𝜃𝐿 
کار داخلی =  کار خارجی

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) = 𝑃 × 0/5𝜃𝐿 

𝑃 =
4𝑀𝑝𝜃

0/5𝜃𝐿
→ 𝑃 = 8

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

1مزمکانی  

2مزمکانی  

3مزمکانی  

4مزمکانی  
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 بحرانی تر است.    1لذا مکانیزم   

 

 

 

3𝑃 

2𝑃 

2𝐿 

6𝐿 

2𝐿 

4𝜃𝐿 4𝜃𝐿 

𝜃 𝜃 

𝜃 𝜃 

𝜃 

𝜃 

2𝜃𝐿 
𝜃 

𝜃 

𝜃 𝛽 

𝛽 

𝜃 

2𝜃𝐿 

2𝜃𝐿 

کار داخلی =  کار خارجی

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) = 3𝑃 × 2𝜃𝐿 + 2𝑃 × 4𝜃𝐿 

𝑃 =
4𝑀𝑝𝜃

14𝜃𝐿
→ 𝑃 ≃ 0/29

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

2𝜃𝐿 

کار داخلی =  کار خارجی

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) = 3𝑃 × 2𝜃𝐿 

𝑃 =
4𝑀𝑝𝜃

6𝜃𝐿
→ 𝑃 ≃ 0/67

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

کار داخلی  =  کار خارجی

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 0/5𝜃) + (𝑀𝑝 × 0/5𝜃) = 3𝑃 × 2𝜃𝐿 + 2𝑃 × 2𝜃𝐿 

𝑃 =
3𝑀𝑝𝜃

10𝜃𝐿
→ 𝑃 = 0/3

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

𝛽 =
2𝜃𝐿
4𝐿

= 0/5𝜃 

1مزمکانی  

2مزمکانی  

3مزمکانی  
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اثبات   ∶  
𝑆𝑖𝑛(2𝜃) + 𝑆𝑖𝑛(𝜃)

𝑆𝑖𝑛(𝜃)
=

2𝑆𝑖𝑛𝜃𝐶𝑜𝑠𝜃 + 𝑆𝑖𝑛𝜃
𝑆𝑖𝑛(𝜃)

=
𝑆𝑖𝑛𝜃(2𝐶𝑜𝑠𝜃 + 1)

𝑆𝑖𝑛(𝜃)
= (1+ 2𝐶𝑜𝑠𝜃) 

  بار بحرانی برای هر دو مکانیزم برابر است، لذا هر دو حالت ممکن است رخ بدهد.  

𝑃 

𝐿 

𝐿 

𝑃 

𝐿 

𝐿 

مزمکانی  

𝜃 
𝜃𝐿 

𝜃𝐿 

کار داخلی  =  کار خارجی

𝑀𝑝 × 𝜃+ 𝑃𝑝𝜃𝐿 ×= 𝑃 × 𝜃𝐿 

𝑃 =
𝑀𝑝

𝐿
+ 𝑃𝑝 

 

 
پلاستیک مفصل محوری  

خمشی پلاستیکمفصل   

𝐿 

𝑃 

𝐿 

𝐿 

𝜃 𝜃 

∆ 

𝑃 

𝜃 𝜃 
∆𝐶𝑜𝑠𝜃 ∆𝐶𝑜𝑠𝜃 

∆ ∆𝐶𝑜𝑠𝜃 ∆𝐶𝑜𝑠𝜃 

کار داخلی =  کار خارجی

2(𝑃𝑝 × ∆𝐶𝑜𝑠𝜃) + 𝑃𝑝∆ ×= 𝑃∆ 

𝑃 = 𝑃𝑝(1+ 2𝐶𝑜𝑠𝜃) 
 

 

کار داخلی =  کار خارجی

(𝑃𝑝 × ∆𝐶𝑜𝑠𝜃′) + 𝑃𝑝∆𝐶𝑜𝑠(90°− 𝜃) = 𝑃∆𝐶𝑜𝑠(90°− 𝜃) 

(𝑃𝑝 × ∆𝐶𝑜𝑠(90°− 2𝜃) + 𝑃𝑝∆𝐶𝑜𝑠(90°− 𝜃) = 𝑃∆𝐶𝑜𝑠(90°− 𝜃) 

𝑃 = 𝑃𝑝 [
𝐶𝑜𝑠(90°− 2𝜃) + 𝐶𝑜𝑠(90°− 𝜃)

𝐶𝑜𝑠(90°− 𝜃)
] 

𝐶𝑜𝑠(
𝜋

2
−𝜃)=𝑆𝑖𝑛𝜃

→           𝑃 = 𝑃𝑝 [
𝑆𝑖𝑛(2𝜃) + 𝑆𝑖𝑛(𝜃)

𝑆𝑖𝑛(𝜃)
] = 𝑃𝑝(1+ 2𝐶𝑜𝑠𝜃) 

 

 

 

∆𝐶𝑜𝑠(90− 𝜃) 
∆𝐶𝑜𝑠𝜃′ 

2𝜃 + 𝜃′ = 90° 

𝜃′ 

𝑃 

𝜃 𝜃 
∆𝐶𝑜𝑠𝜃′ ∆𝐶𝑜𝑠(90− 𝜃) ∆ 

1مزمکانی 2مزمکانی   
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 روش اول:   

 

 

 

 روش دوم:    

کار خارجی = × نیروی گسترده مساحت زیر  منحنی تغییرشکل  = 𝑞 × (
𝜃𝐿

2
× 𝐿 ×

1
2
) =

𝑞𝜃𝐿2

2
 

 

 

 

    

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
𝑑𝑄

𝑑𝑥
= 0 → 2𝑀𝑝 × (

−(𝑥𝐿 − 𝑥2) − (𝐿 − 2𝑥)(2𝐿 − 𝑥)
(𝑥𝐿 − 𝑥2)2 ) = 0 → 𝑥 = (2− √2) 𝐿 

 

  𝑄 = 2𝑀𝑝 ×
(2𝐿 − (2− √2) 𝐿)

𝐿(2− √2)  × 𝐿(1− (2− √2))
=

(2√2)𝑀𝑝𝐿

(−4+ 3√2)𝐿2
→ 𝑄 = (6+ 4√2)

𝑀𝑝

𝐿
 

𝑞 = (6 + 4√2)
𝑀𝑝

𝐿2  

 

 مفصل پلاستیک

𝜃 𝜃 

2𝜃 

𝛿𝑎𝑣𝑒 =
𝛿

2
=
𝜃𝐿

4
 

𝑞 

𝐿 

مزمکانی  
کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝 × 2𝜃 = 𝑞𝐿 ×
𝜃𝐿

4
 

𝑞 =
4 × 4𝑀𝑝𝜃

𝜃𝐿2 → 𝑞 =
16𝑀𝑝
𝐿2  

 

 

𝛿 =
𝜃𝐿

2
 𝑞 

𝜃 

𝜃 +
𝑥

𝐿 − 𝑥
𝜃 

𝑥

𝐿 − 𝑥
𝜃 

𝐿 

مزمکانی  
𝑞 

𝑥 𝐿 − 𝑥 
𝑥𝜃 

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝 (𝜃 +
𝑥

𝐿 − 𝑥
𝜃) = 𝑄⏞

𝑞𝑙

×
𝑥𝜃

2
 

 

𝑄 =
2 × [𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝(𝜃 +

𝑥
𝐿 − 𝑥 𝜃)]

𝑥𝜃
=

2𝑀𝑝 [1+ (
𝐿

𝐿 − 𝑥)]

𝑥
=

2𝑀𝑝(
2𝐿 − 𝑥
𝐿 − 𝑥 )

𝑥
=

2𝑀𝑝(2𝐿 − 𝑥)

𝑥(𝐿 − 𝑥)
 

→ 𝑄 = 2𝑀𝑝 ×
(2𝐿 − 𝑥)

𝑥(𝐿 − 𝑥)
 

 

 

 

 

 

 

 

 

موقعیت مفصل پلاستیک میانی تیر مشخص 

 نیست.

 

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝 × 2𝜃 =
𝑞𝜃𝐿2

2
 

𝑞 =
4 × 4𝑀𝑝𝜃

𝜃𝐿2 → 𝑞 =
16𝑀𝑝
𝐿2  

 

 

که بیانگر بار بحرانی است، مهم است.   𝑞شود. لذا برای ما کمترین مقدار ممکن برای  های مختلفی حاصل میجواب   𝑞های متفاوت برای    𝑥ازای  به  

 خواهیم داشت: 𝑞گیری و یافتن مقدار اکسترمم برای لذا با مشتق

 

* 

* 
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𝑞 = (6 + 4√2)
𝑀𝑝

𝐿2  

 

    

 

 

    

کار داخلی   = 𝑀𝑝 × 2𝜃 

کار خارجی   = × نیروی گسترده  مساحت زیر  منحنی تغییرشکل 

  𝑊𝑒 = ∫ 𝜃𝑥 ×
𝑞𝑥

𝐿

𝐿
2

0
 𝑑𝑥 =

𝑞𝑥3𝜃

3𝐿
]

0

𝐿
2
=
𝑞𝐿2

24
𝜃 

  𝑊𝑒 = ∫ 𝜃(𝐿 − 𝑥) ×
𝑞𝑥

𝐿

𝐿

𝐿
2

 𝑑𝑥 = ∫ (𝑞𝑥𝜃 −
𝑞𝑥2

𝐿
𝜃)

𝐿

𝐿
2

 𝑑𝑥 = (
𝑞𝑥2

2
𝜃 −

1
3
𝑞𝑥3

𝐿
𝜃)]

𝐿
2

𝐿

= (
𝑞𝐿2

2
𝜃 −

𝑞𝐿2

3
𝜃) − (

𝑞𝐿2

8
𝜃 −

𝑞𝐿2

24
𝜃) =

𝑞𝐿2

12
𝜃 

𝑀𝑝 × 2𝜃 =
𝑞𝐿2

24
𝜃 +

𝑞𝐿2

12
𝜃 → 𝑞 = 16

𝑀𝑝

𝐿2  

𝐿 𝐿 

𝑞 

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝 (
𝑥

𝐿 − 𝑥
𝜃) +𝑀𝑝(𝜃 +

𝑥

𝐿 − 𝑥
𝜃) = 𝑄⏞

𝑞𝑙

×
𝑥𝜃

2
 

𝑄 =
2 [𝑀𝑝 (

𝑥
𝐿 − 𝑥 𝜃) +𝑀𝑝 (𝜃 +

𝑥
𝐿 − 𝑥 𝜃)]

𝑥𝜃
=

2𝑀𝑝 [1+ (
2𝑥
𝐿 − 𝑥)]

𝑥
=

2𝑀𝑝 (
𝐿 + 𝑥
𝐿 − 𝑥)

𝑥
=

2𝑀𝑝(𝐿 + 𝑥)

𝑥(𝐿 − 𝑥)
 

→  𝑄 = 2𝑀𝑝 ×
(𝐿 + 𝑥)

𝑥(𝐿 − 𝑥)
 

𝑑𝑄

𝑑𝑥
= 0 → 2𝑀𝑝 × (

(𝑥(𝐿 − 𝑥)) − (𝐿 − 2𝑥)(𝐿 + 𝑥)
(𝑥𝐿 − 𝑥2)2 ) = 0 → 𝑥 = (−1± √2) 𝐿          مثبت باشد 𝑥  باید 

𝑄 = 2𝑀𝑝 ×
(𝐿 + (−1+ √2) 𝐿)

((−1+ √2) 𝐿) (𝐿 − (−1+ √2) 𝐿)
→ 𝑄 = (6 + 4√2)

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

 

 

 

 

 

𝜃 +
𝑥

𝐿 − 𝑥
𝜃 

𝜃 

𝐿 − 𝑥 

𝑞 

𝑥 

𝑥𝜃 

𝑥

𝐿 − 𝑥
𝜃 

مزمکانی  

𝐿 

𝑞 

مزمکانی  

 با فرض ساده کننده تشکیل مفصل پلاسستیک در وسط تیر

𝐿

2
 

𝐿

2
 𝜃𝑥 

𝜃 

𝑞 𝜃𝐿

2
 

𝜃 

𝑞𝑥

𝐿
 

𝜃(𝐿 − 𝑥) 
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𝑞𝑙 
𝐿 

𝑞𝑙 
𝑞 

مزمکانی  

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝 × 2𝜃 = (2𝑞𝐿 ×
𝜃𝐿

2
) + (

𝑞𝐿

2
×
𝜃𝐿

2
×

1
2
) 

𝑞 =
4𝑀𝑝𝜃
9
8 𝐿

2𝜃
→ 𝑞 =

32𝑀𝑝
9𝐿2  

 

 

𝑞𝑙 

2𝑞𝑙 
𝑞 

𝜃 𝜃 

𝜃𝐿

2
 

2𝜃 
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 زاینده« فصل سوم                                                             » تحلیل فَ

 مقدمه 

شد سازه  ای از نیروهای خارجی که باعث میبحث کردیم. به طور خلاصه نیرویی یا مجموعهای فصل قبل در مورد تعیین بار خرابی یک سیستم سازهدر 

کردیم  تحلیل میی فروریزش قرار بگیرد را محاسبه کردیم. بطوریکه ابتدا تمامی مکانیزم های محتمل سازه را  به طور کامل پلاستیک شده و در آستانه

 گرفتیم.  کردیم و کمترین نیرو را بعنوان نیروی بحرانی یا خرابی در نظر میو نیروی خرابی را برای هرکدام محاسبه می

مرحله به مرحله با افزایش بار وارد به سازه، تسلیم شدن تک تک اعضا تا خرابی و مکانیزم شدن    ،بخش همانطور که از عنوان فصل پیداستدر این  

در نرم افزارهای مهندسی عمران با این نوع تحلیل تحت   را تحلیل و بررسی خواهیم کرد.   روند خرابیعبارت دیگر  ، بهیستم را بررسی خواهیم کردس

 آشنا شده بودیم.  عنوان تحلیل پوش آور 

 پردازیم: برای آغاز بحث به بررسی یک مثال می

منحنی    خواهیممیباشد.  (  𝑆0)میله ها برابر  تسلیم  نیرواگر  ( یکسان تشکیل شده است.  𝐸( و مدول الاستیسیته) 𝐴مقطع )  سازه زیر از سه میله با مساحت

 ت:شبدست بیاوریم. لذا خواهیم دا بر حسب تغییر مکان نقطه اثر بار را تغییرات نیروی محوری

 

 

 

 

 

 چین( )شکل نقطهکنیمابتدا بطور فرضی، خودمان یک تغییر شکل اعمال می 

 

 فضاهای مورد بررسی:  

 

 ارتباط چهار فضای فوق بشرح زیر است:  گیچگون

تغییرشکل  خارجی
معادلات سینماتیک 
تغییرشکل  داخلی        →

معادلات بنیادی (قانون  هوک)
→             
⏞          

𝜎=𝐸𝜀

نیرو های  داخلی
معادلات تعادل
 نیرو های  خارجی      →

اینکه زاویه تغییرشکل میله  همانطور که در شکل زیر ملاحظه می 𝛼بسیار کوچک است)کنید، بدلیل  ≃ برای محاسبه   )بر هم منطبق هستند((0 لذا 

 . کنیمها در حالت بدون اعمال تغییرشکل استفاده میی میلهاز زاویه ، های کرنشمولفه

 

 

 

 

 لذا:

 داریم و بالعکس.  راستای جابجایی اگر در راستا بلند میله باشد از بین سینوس و کسینوس مقدار بزرگتر را بر می

 

 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 

(1)  
(2)  (3)  

𝐹 

𝑢 
𝑤 

𝑒1 

𝑆1 𝑆2 
𝑆3 

𝑒2 𝑒3 

𝑆1 و  𝑆2  و  𝑆3 :   داخلی نیروهای  

𝐹   :نیروهای خارجی 

 𝑒3 و 𝑒2 و𝑒1تغییرشکل داخلی:   

 𝑤 و 𝑢تغییرشکل خارجی:  

𝑆𝑖𝑛𝜃 =
2/4𝐿
3𝐿

= 0/8 

𝐶𝑜𝑠𝜃 =
1/8𝐿
3𝐿

= 0/6 

𝑒1 = 0/6⏞
راستای کوتاه 

𝑢 + 0/8⏞
راستای بلند 

𝑤 

𝛼 ≃ 0 

 اعمال تغییرشکل فرضی

𝐶𝑜𝑠𝜃′ =
3/2𝐿
4𝐿

= 0/8 

𝑆𝑖𝑛𝜃′ =
2/4𝐿
4𝐿

= 0/6 

𝐹 

𝑢 
𝑤 

𝜃 𝜃′ 

3𝐿 4𝐿 
𝛼 ≃ 0 

𝛼 ≃ 0 

𝑒2 = 𝑤 𝑒3 = −⏞

فشار

0/8

⏞  

راستای بلند 

𝑢 + 0/6⏞
راستای کوتاه 

𝑤 
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 در هر میله طبق قانون هوک برابر است با:   نیرو

𝑆1 =
𝐸𝐴

3𝐿
𝑒1 =

𝐸𝐴

3𝐿
(0/6𝑢 + 0/8𝑤) 

𝑆2 =
𝐸𝐴

2/4𝐿
𝑒2 =

𝐸𝐴

2/4𝐿
𝑤 

𝑆3 =
𝐸𝐴

4𝐿
𝑒3 =

𝐸𝐴

4𝐿
(−0/8𝑢 + 0/6𝑤)    

 برای محاسبه مقادیر جابجایی، از معادله تعادل خواهیم داشت:  

 

 

 

 

 

 

 

∑𝐹𝑥 = 0 → 0/6𝑆1 = 0/8𝑆3

      𝑆  جایگذاری  مقادیر       
→             0/28𝑢 + 0/04𝑤 = 0 

∑𝐹𝑦 = 0 → 0/8𝑆1 + 𝑆2 + 0/6𝑆3 = 𝐹
      𝑆  جایگذاری  مقادیر       
→             0/04𝑢 + 0/72𝑤 =

𝐹𝐿

𝐸𝐴
 

ادله دو مجهولی اخیر: معلذا با حل دو   

𝑢 = −0/2
𝐹𝐿

𝐸𝐴
                                 𝑤 = 1/4

𝐹𝐿

𝐸𝐴
 

 .  جهت جابجایی افقی را قرینه کنیمباید ، لذا  𝑢با توجه به منفی بودن علامت 

 شود با:  لذا نیروی هر یک از میله ها برابر می

𝑆1 =
𝐸𝐴

3𝐿
𝑒1 =

𝐸𝐴

3𝐿
[0/6 × (−0/2

𝐹𝐿

𝐸𝐴
) + 0/8 × (1/4

𝐹𝐿

𝐸𝐴
)] → 𝑆1 = 0/333𝐹  

𝑆2 =
𝐸𝐴
2

4𝐿

𝑒2 =
𝐸𝐴

2/4𝐿
(1/4

𝐹𝐿

𝐸𝐴
) → 𝑆2 = 0/583𝐹  

𝑆3 =
𝐸𝐴

4𝐿
𝑒3 =

𝐸𝐴

4𝐿
[−0/8 × (−0/2

𝐹𝐿

𝐸𝐴
) + 0/6 × (1/4

𝐹𝐿

𝐸𝐴
)] → 𝑆3 = 0/25𝐹     

به تسلیم    (2)  میله  ابتدا  که  گرفت  نتیجه  توان  می  فوق  روابط  از  . باشند  نشده  تسلیم  ها   میله  که  است  معتبر  زمانی  تا   و   بود  الاستیک  حل  یک  بالا  روش

 رسد.  می

 رسد.  به تسلیم می 2ها، ابتدا میله،با توجه به نیروی میلهباشد، در اینصورت 𝑆0فرض کنیم نیرو خرابی)تسلیم( میله ها برابر 

0/583𝐹 = 𝑆0 → 𝐹 = 𝐹(1) = 1/714𝑆0  

   :  بصورت زیر محاسبه خواهد شد  3و   1و نیروی میله های  تسلیم خواهد شد  (2برسانیم، میله ) 1/714𝑆0 بهرا  𝐹یعنی اگر نیروی خارجی  

𝐹(1) = 1/714𝑆0 →

{
 
 

 
 𝑆1

(1) = 0/333𝐹(1) = 0/333(1/714𝑆0) → 𝑆1
(1) = 0/571𝑆0

𝑆2
(1) = 0/583𝐹 → 𝑆2

(1) = 𝑆0

𝑆3
(1) = 0/25𝐹(1) = 0/25(1/714𝑆0) → 𝑆3

(1) = 0/429𝑆0

 

𝑆1 

𝑆2 

𝑆3 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 

(1)  
(2)  

(3)  

𝜃 𝜃′ 
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 لفه های جابجایی برابر خواهد شد با:  مو

𝐹(1) = 1/714𝑆0 →

{
 
 

 
 𝑢(1) = −0/2

𝐹(1)𝐿

𝐸𝐴
= −0/2

(1/714𝑆0)𝐿

𝐸𝐴
→ 𝑢(1) = −0/343

𝑆0𝐿

𝐸𝐴

𝑤(1) = 1/4
𝐹(1)𝐿

𝐸𝐴
= 1/4

(1/714𝑆0)𝐿

𝐸𝐴
→ 𝑤(1) = 2/4

𝑆0𝐿

𝐸𝐴

 

 

میله  داشت  نخواهیم  2  میله  در  اضافی   تنش  بار،  افزایش  ازایب  عملاا   و   شود  می  شروع  جدید  مرحله  2  میله  شدن  تسلیم  از  پس نیروی                        𝑆0  ،2و 

 .  یابد آن افزایش می و فقط تغییر شکل  ماندباقی می

 .  شودحذف می  (2)  میلهنیروی  مرحله قبلی را تکرار میکنیم، با این تفاوت که    تا میله بعدی تسلیم شود. لذا  دهیمافزایش می(  �̇�باندازه ) را    𝐹حال نیروی  

 

 

  

 

 

 

�̇�1 =
𝐸𝐴

3𝐿
�̇�1 =

𝐸𝐴

3𝐿
(0/6�̇� + 0/8�̇�) 

�̇�2 = 0 

�̇�3 =
𝐸𝐴

4𝐿
�̇�3 =

𝐸𝐴

4𝐿
(−0/8�̇� + 0/6�̇�)    

 

 از معادله تعادل:  

 

 

 

 

 

∑𝐹𝑥 = 0 → 0/6�̇�1 = 0/8�̇�3

      �̇�  جایگذاری  مقادیر       
→             0/28�̇� + 0/04�̇� = 0 

∑𝐹𝑦 = 0 → 0/8�̇�1 + 0/6�̇�3 = �̇�
      �̇�  جایگذاری  مقادیر       
→             0/04�̇� + 0/3033�̇� =

�̇�𝐿

𝐸𝐴
 

ادله دو مجهولی اخیر: معلذا با حل دو   

�̇� = −0/48
�̇�𝐿

𝐸𝐴
                                 �̇� = 3/36

�̇�𝐿

𝐸𝐴
 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

�̇� 

(1)  
(3)  

�̇�1 = 0/6�̇� + 0/8�̇� 

�̇�3 = −0/8�̇� + 0/6�̇� 

�̇�2 = �̇� 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

�̇� 

(1)  
(3)  

�̇�3 �̇�1 
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�̇�1 =
𝐸𝐴

3𝐿
(0/6�̇� + 0/8�̇�) =

𝐸𝐴

3𝐿
[0/6(−0/48

�̇�𝐿

𝐸𝐴
) + 0/8(3/36

�̇�𝐿

𝐸𝐴
)] → �̇�1 = 0/8�̇�  

�̇�2 = 0  

�̇�3 =
𝐸𝐴

4𝐿
(−0/8�̇� + 0/6�̇�) =

𝐸𝐴

4𝐿
[−0/8(−0/48

�̇�𝐿

𝐸𝐴
) + 0/6(3/36

�̇�𝐿

𝐸𝐴
)] → �̇�3 = 0/6�̇�  

 لذا نیروی هر یک از میله ها در مرحله دوم برابر خواهد شد با:  

𝑆1
(2) = 𝑆1

(1) + �̇�1 = 0/571𝑆0 + 0/8�̇� 

𝑆2
(2) = 𝑆2

(1) = 𝑆0 

𝑆3
(2) = 𝑆3

(1) + �̇�3 = 0/429𝑆0 + 0/6�̇� 

 دهیم:  قرار می 𝑆0را مساوی  شود، لذا هرکدام کدام یک زودتر تسلیم می  3و  1خواهیم بدانیم از بین میله های حال می

𝑆0 = 0/571𝑆0 + 0/8�̇� → �̇� =
𝑆0 − 0/571𝑆0

0/8
→ �̇�1 میله =

𝑆0 − 0/571𝑆0

0/8
= 0/536𝑆0 

𝑆0 = 0/429𝑆0 + 0/6�̇� → �̇� =
𝑆0 − 0/429𝑆0

0/6
→ �̇�3 میله =

𝑆0 − 0/429𝑆0

0/6
= 0/952𝑆0 

میله �̇�1چون   < �̇�3 شود:  تسلیم می 3زودتر از میله  1لذا میله  میله 

�̇� = 0/536𝑆0  

𝐹(2) = 𝐹(1) + �̇� = 1/714𝑆0 + 0/536𝑆0 → 𝐹(2) = 2/25𝑆0  

𝑆1
(2) = 𝑆1

(1) + �̇�1 = 0/571𝑆0 + 0/8�̇� = 0/571𝑆0 + (0/8× 0/536)𝑆0 → 𝑆1
(2) = 𝑆0  

𝑆2
(2) = 𝑆2

(1) = 𝑆0 → 𝑆2
(2) = 𝑆0  

𝑆3
(2) = 𝑆3

(1) + �̇�3 = 0/429𝑆0 + 0/6�̇� = 0/429𝑆0 + (0/6 × 0/536)𝑆0 → 𝑆3
(2) = 0/75𝑆0  

 های مرحله دوم به صورت زیر است:تغییرشکل

𝑢(2) = 𝑢(1) + �̇� = −0/343
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
− 0/48

�̇�𝐿

𝐸𝐴
→ 𝑢(2) = −0/6

𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

𝑤(2) = 𝑤(1) + �̇� = 2/4
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
+ 3/36

�̇�𝐿

𝐸𝐴
→ 𝑤(2) = 4/2

𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

 شود.  تسلیم می( 3) میله ،در مرحل سوم
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 نیرو در هر میله طبق قانون هوک برابر است با:   

  𝑆1 =
𝐸𝐴

√2𝐿
𝑒1 =

𝐸𝐴

√2𝐿
(
√2
2
𝑤) =

𝐸𝐴

2𝐿
𝑤 

  𝑆2 =
𝐸𝐴

𝐿
𝑒2 =

𝐸𝐴

𝐿
𝑤 

  𝑆3 =
𝐸𝐴

√2𝐿
𝑒3 =

𝐸𝐴

√2𝐿
(
√2
2
𝑤) =

𝐸𝐴

2𝐿
𝑤    

 برای محاسبه مقادیر جابجایی، از معادله تعادل خواهیم داشت:   

 

 

 

 

 

 

 

  ∑𝐹𝑥 = 0 →
√2
2
𝑆1 =

√2
2
𝑆3

      𝑆  جایگذاری  مقادیر       
→             𝑆1 = 𝑆2 

  ∑𝐹𝑦 = 0 →
√2
2
𝑆1 + 𝑆2 +

√2
2
𝑆3 = 𝐹

      𝑆  جایگذاری  مقادیر       
→             

√2𝐸𝐴
4𝐿

𝑤 +
𝐸𝐴

𝐿
𝑤 +

√2𝐸𝐴
4𝐿

𝑤 = 𝐹 

لذا:    

 𝑤 = (2− √2)
𝐹𝐿

𝐸𝐴
 

 جهت جابجایی را درست انتخاب کردیم.  ، لذا  𝑤بودن علامت  مثبتبا توجه به  

 شود با:  لذا نیروی هر یک از میله ها برابر می 

  𝑆1 = 𝑆3 =
𝐸𝐴

2𝐿
𝑤 =

𝐸𝐴

2𝐿
((2− √2)

𝐹𝐿

𝐸𝐴
) → 𝑆1 = 𝑆3 =

(2− √2)
2

𝐹  

  𝑆2 =
𝐸𝐴

𝐿
𝑤 =

𝐸𝐴

𝐿
((2− √2)

𝐹𝐿

𝐸𝐴
) → 𝑆2 = (2− √2)𝐹  

 شود.  تسلیم می 2ها بیشتر است، لذا ابتدا میلهاز سایر میله 2چون نیروی میله 

 زیر را تحلیل و بررسی کنید.)تحلیل فزاینده(  متقارن  روََند خرابی خرپای   : *1مثال

 

 

 𝐿 

𝐹 

(1)  
(2)  

(3)  

45° 45° 

𝑒1 =
√2
2
𝑤 𝑒2 = 𝑤 𝑒3 =

√2
2
𝑤 

√2𝐿 √2𝐿 

𝑆3 𝑆1 

𝑆2 
𝐿 

(1)  (2)  (3)  

𝑤 

45° 45° 

𝐿 
(1)  (2)  (3)  

𝑤 

45° 45° 
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 باشد، در اینصورت: 𝑆0فرض کنیم نیرو خرابی)تسلیم( میله ها برابر   

(2− √2)𝐹 = 𝑆0 → 𝐹 = 𝐹(1) =
1

(2− √2)
𝑆0  

را به  𝐹یعنی اگر نیروی خارجی   
1

(2−√2)
𝑆0 ( 2برسانیم، میله)  بصورت زیر محاسبه خواهد شد:     3و   1تسلیم خواهد شد و نیروی میله های 

 𝐹(1) =
1

(2− √2)
𝑆0 →

{
 
 
 

 
 
 𝑆1

(1) =
(2− √2)

2
𝐹 =

(2− √2)
2

×
1

(2− √2)
𝑆0 =

𝑆0

2

𝑆2
(1) = (2− √2)𝐹 = (2− √2) ×

1

(2− √2)
𝑆0 = 𝑆0

𝑆3
(1) =

(2− √2)
2

𝐹 =
(2− √2)

2
×

1

(2− √2)
𝑆0 =

𝑆0

2

 

 مولفه جابجایی برابر خواهد شد با:  

  𝑤(1) = (2− √2)
𝐹𝐿

𝐸𝐴
= (2− √2)

1

(2− √2)

𝑆0𝐿

𝐸𝐴
→ 𝑤(1) =

𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

  

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 𝑆1̇ =
𝐸𝐴

√2𝐿
�̇�1 =

𝐸𝐴

√2𝐿
(
√2
2
�̇�) =

𝐸𝐴

2𝐿
�̇� 

  𝑆2̇ = 0 

 𝑆3̇ =
𝐸𝐴

√2𝐿
�̇�3 =

𝐸𝐴

√2𝐿
(
√2
2
�̇�) =

𝐸𝐴

2𝐿
�̇�    

 از معادله تعادل:   

 ∑𝐹𝑥 = 0 →
√2
2
𝑆1̇ =

√2
2
𝑆3̇ → 𝑆1̇ = 𝑆3̇ 

 ∑𝐹𝑦 = 0 →
√2
2
𝑆1̇ +

√2
2
𝑆3̇ = �̇�

      �̇�  جایگذاری  مقادیر       
→             2

√2
2
(
𝐸𝐴

2𝐿
�̇�) = �̇� 

   لذا:  

�̇� = √2
�̇�𝐿

𝐸𝐴
 

�̇�3 �̇�1 

�̇�1 =
√2
2
�̇� �̇�3 =

√2
2
�̇� �̇�2 =

√2
2
�̇� 

�̇� 

(1)  (3)  

 باقی  𝑆0، 2و نیروی میله داشت نخواهیم 2 میله در اضافی تنش بار، افزایش ازایب عملاا  و شود می شروع جدید مرحله 2 یمیله شدن تسلیم از پس

 یابد. ماند و فقط تغییر شکل آن افزایش میمی

حذف ( 2کنیم، با این تفاوت که نیروی میله )تسلیم شود. لذا مرحله قبلی را تکرار میدهیم تا میله بعدی را افزایش می �̇�ی باندازه 𝐹حال نیروی 

 شود. می

 

45° 45° 
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 لذا نیروی هر یک از میله ها در مرحله دوم برابر خواهد شد با:   

 𝑆1
(2) = 𝑆1

(1) + 𝑆1̇ =
𝑆0

2
+
𝐸𝐴

2𝐿
�̇� =

𝑆0

2
+
𝐸𝐴

2𝐿
(√2

�̇�𝐿

𝐸𝐴
) 

 𝑆2
(2) = 𝑆2

(1) + 𝑆2̇
⏞

صفر 

= 𝑆0 

 𝑆3
(2) = 𝑆3

(1) + 𝑆3̇ =
𝑆0

2
+
𝐸𝐴

2𝐿
�̇� =

𝑆0

2
+
𝐸𝐴

2𝐿
(√2

�̇�𝐿

𝐸𝐴
) 

 شوند.   مساوی هم است، لذا با هم تسلیم می 3و 1چون نیروی دو میله 

  
𝑆0

2
+
𝐸𝐴

2𝐿
(√2

�̇�𝐿

𝐸𝐴
) = 𝑆0 → �̇� =

√2
2
𝑆0  

 

)را به  𝐹یعنی اگر نیروی خارجی   
1

(2−√2)
+
√2

2
) 𝑆0  تسلیم خواهد شد 3و1برسانیم، میله . 

 مولفه جابجایی برابر خواهد شد با:  

  �̇� = √2
�̇�𝐿

𝐸𝐴
= √2 ×

√2
2
×
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
→ �̇� =

𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

𝑤(2) = 𝑤(1) + �̇� =
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
+
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
= 2

𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

2− √2
+
√2
2
= 2/414 

𝑆

𝑆0
 

𝐸𝐴

𝑆0𝐿
 1 2 

1

2− √2
= 1/707 
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 رسم دیاگرام برش و خمش:   

     

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

    

 شود. تشکیل می 3گاه، بیشتر از سایر نقاط است، لذا اولین لنگر پلاستیک در تکیه3گاه  چون اندازه لنگر در تکیه  

  بار خرابی:     

 

را تا   𝑃اگر بار    
9

4

𝑀𝑝

𝐿
  آید.شکل زیر در میشود و تیر بهلنگر پلاستیک تشکیل می 3ی  افزایش دهیم در نقطه  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

کنید.)تحلیل    :2مثال بررسی  و  تحلیل  را  زیر  تیر  خرابی  روََند 

 فزاینده( 

 

 

 

𝑀1 =
𝑃 × 2𝐿 × 𝐿2

(3𝐿)2 =
2
9
𝑃𝐿 

 

 

 

 

 

𝑀3 =
𝑃 × 𝐿 × (2𝐿)2

(3𝐿)2 =
4
9
𝑃𝐿 

 

 

 

 

 

∑𝑀3 = 0 → 𝑅𝐴 × 3𝐿 −
2
9
𝑃𝐿 − 𝑃𝐿 +

4
9
𝑃𝐿 = 0 → 𝑅𝐴 =

7
27
𝑃                      𝑅𝐵 =

20
27
𝑃 

 

 

 

 

 

2
9
𝑃𝐿 = 0/222𝑃𝐿 

𝑷 

2𝐿 𝐿 

7
27
𝑃 

20
27
𝑃 .مساحت زیر منحنی برش، برابر خمش است 

4
9
𝑃𝐿 = 0/444𝑃𝐿 

8
27
𝑃𝐿 = 0/296𝑃𝐿 

+ 

− 

− 

+ + 

𝑀𝑝 =
4
9
𝑃𝐿 → 𝑃(1) =

9
4

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

 

 

 

𝑷 

2𝐿 𝐿 
1  3  

2  

1  

2  

3  

1  

2  

3  

𝑷(1) 

2𝐿 𝐿 
1  

2  

3  

𝑷(1) =
9
4

𝑀𝑝

𝐿
 

2𝐿 𝐿 

 سازه معادل

1
2
𝑀𝑝 = 0/5𝑀𝑝 

2𝐿 
𝑀𝑝 

2
3
𝑀𝑝 = 0/67𝑀𝑝 

− 

+ + 𝑀1
(1) =

2
9
𝑃𝐿 =

2
9
(

9
4

𝑀𝑝

𝐿
) 𝐿 =

1
2
𝑀𝑝 

 

 

 

 

𝑀2
(1) =

8
27
𝑃𝐿 =

8
27
(

9
4

𝑀𝑝

𝐿
) 𝐿 =

2
3
𝑀𝑝 

 

 



44 

 

 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

 دهیم، خواهیم داشت:   افزایش   �̇�را باندازه   𝑃ک ، بار  اگر پس از تشکیل اولین مفصل پلاستی  

 

 

 

  

 شود: کدام یک زودتر تسلیم می   2و  1خواهیم بدانیم بین نقاط  حالا می 

𝑀1دارای لنگر اولیه   1نقطه 
(1) = 0/5𝑀𝑝   بود که باندازه𝑀1̇ =

4

9
�̇�𝐿 شود و در کل دارای لنگر زیر خواهد بود:به آن اضافه می 

𝑀1
(2) = 𝑀1

(1) + 𝑀1̇ = 0/5𝑀𝑝 + 0/44�̇�𝐿 

𝑀2دارای لنگر اولیه   2نقطه 
(1) =

2

3
𝑀𝑝   بود که باندازه𝑀2̇ =

14

27
�̇�𝐿 لنگر زیر خواهد بود:شود و در کل دارای به آن اضافه می 

𝑀2
(2) = 𝑀2

(1) + 𝑀2̇ = 0/67𝑀𝑝 + 0/5185�̇�𝐿 
 را مساوی  2شود. لذا لنگر نقطه)زیر بار متمرکز( تشکیل می2، بیشتر از سایر نقاط است، لذا دومین لنگر پلاستیک در نقطه2چون اندازه لنگر در نقطه  

   𝑀𝑝 دهیم:  قرار می 

𝑀2
(2) = 𝑀2

(1) + 𝑀2̇ =
2
3
𝑀𝑝 +

14
27
�̇�𝐿 = 𝑀𝑝 → �̇� =

9
14

𝑀𝑝

𝐿
 

 برابر خواهد شد با:   1و لنگر نقطه  𝑀𝑝برابر با   3و  2لذا لنگر نقاط  

𝑀1
(2) = 𝑀1

(1) + 𝑀1̇ = 0/5𝑀𝑝 +
4
9
�̇�𝐿 = 0/5𝑀𝑝 +

4
9
(

9
14

𝑀𝑝

𝐿
)𝐿 =

11
14
𝑀𝑝 = 0/786𝑀𝑝 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تشکیل خواهد شد:    1افزایش دهیم مفصل سوم در نقطه �̈�را باندازه 𝑃(2)اگر پس از تشکیل مفصل پلاستیک دوم دوباره    

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑀1̇ =
�̇� × 2𝐿 × 𝐿2

(3𝐿)2 +
1
2
�̇� × (2𝐿)2 × 𝐿

(3𝐿)2
=

4
9
�̇�𝐿 = 0/444�̇�𝐿 

 

 

 

 

∑𝑀3 = 0 → 𝑅1̇ × 3𝐿 −
4
9
�̇�𝐿 − �̇�𝐿 = 0 → 𝑅1̇ =

13
27
�̇�                                𝑅3̇ =

14
27
�̇� 

 

 

 

 

 

𝑀2̇ =
14
27
�̇� × 𝐿 = 0/5185�̇�𝐿 

 

 

 

 

 

𝑀1̈ = �̈� × 2𝐿

𝑀1
(3) = 𝑀𝑝 →

11
14
𝑀𝑝 + �̈� × 2𝐿 = 𝑀𝑝 → �̈� =

3
28

𝑀𝑝

𝐿

} → 𝑀1̈ =
3
14
𝑀𝑝 

 

 

 

 

1  

2  

3  

2𝐿 𝐿 

𝑀𝑝 

𝑀𝑝 

− 

+ + 

11
14
𝑀𝑝 = 0/786𝑀𝑝 

𝑃(2) =
9
4

𝑀𝑝

𝐿

⏞
𝑃(1)

+
9
14

𝑀𝑝

𝐿

⏞  
�̇�

 

𝑃 =
9
4

𝑀𝑝

𝐿

⏞
𝑃(1)

+
9
14

𝑀𝑝

𝐿

⏞  
�̇�

+
3
28

𝑀𝑝

𝐿

⏞  
�̈�

= 3
𝑀𝑝

𝐿
 

1  

2  

3  

2𝐿 𝐿 

𝑀𝑝 

𝑀𝑝 

− 

+ + 

𝑀𝑝 
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  مقایسه با نتیجه روش مکانیزم:   

 

 

 

 

 

 توانیم محاسبه کنیم.  همانطور که در مقدمه فصل اشاره شد، در روش مکانیزم، فقط بار خرابی را می 

 توان ار روش شیب افت استفاده کرد. ها در هر مرحله میبرای محاسبه جابجایی  

 محاسبه جابجایی مرحله اول: 

 

 

 

  𝑀1
(1) =

4𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐴

⏞  

صفر 

+
2𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐵 −

6𝐸𝐼𝛿
(2𝐿)2±𝐹𝐸𝑀

⏞    

صفر 

→ 0/5𝑀𝑝 =
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐵 −

3𝐸𝐼𝑤2

2𝐿2  

 𝑀2
(1) =

4𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐵 +

2𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐴

⏞  

صفر 

−
6𝐸𝐼𝛿
(2𝐿)2±𝐹𝐸𝑀

⏞    

صفر 

→
2
3
𝑀𝑝 =

2𝐸𝐼
𝐿
𝜃𝐵 −

3𝐸𝐼𝑤2

2𝐿2  

 ی دو مجهولی فوق خواهیم داشت:  با حل دو معادله 

𝑤2
(1) = −

2
9

𝑀𝑝𝐿
2

𝐸𝐼
= −0/222

𝑀𝑝𝐿
2

𝐸𝐼
 

 محاسبه جابجایی مرحله دوم: . 

 

 

 

 

  𝑀1
(2) =

4𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐴

⏞  

صفر 

+
2𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐵 −

6𝐸𝐼𝛿
(2𝐿)2±𝐹𝐸𝑀

⏞    

صفر 

→
11
14
𝑀𝑝 =

𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐵 −

3𝐸𝐼𝑤2

2𝐿2  

  𝑀2
(2) =

4𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐵 +

2𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐴

⏞  

صفر 

−
6𝐸𝐼𝛿
(2𝐿)2±𝐹𝐸𝑀

⏞    

صفر 

→ 𝑀𝑝 =
2𝐸𝐼
𝐿
𝜃𝐵 −

3𝐸𝐼𝑤2

2𝐿2  

 ی دو مجهولی فوق خواهیم داشت:  با حل دو معادله 

𝑤2
(2) = −

8
21

𝑀𝑝𝐿
2

𝐸𝐼
= −0/381

𝑀𝑝𝐿
2

𝐸𝐼
 

𝐿 

𝑷 

𝜃 2𝜃 

𝛿 = 2𝜃𝐿 

𝑷 

2𝐿 

مزمکانی  

3𝜃 

کار داخلی =  کار خارجی

𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝 × 2𝜃 +𝑀𝑝 × 3𝜃 = 𝑃 × 2𝜃𝐿 

𝑃 =
6𝑀𝑝𝜃

2𝜃𝐿
→ 𝑃 =

3𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

1  

2  

3  

2  

𝑤2 

𝑀1
(1) = 0/5𝑀𝑝 𝑀2

(1) =
2
3
𝑀𝑝 

2𝐿 
1  

𝑃 

2  

𝑤2 

𝑀1
(2) =

11
14
𝑀𝑝 𝑀2

(2) = 𝑀𝑝 

2𝐿 
1  

𝑃 
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 محاسبه جابجایی مرحله سوم: 

 

 

 

 

 

  𝑀1
(3) =

4𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐴

⏞  

صفر 

+
2𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐵 −

6𝐸𝐼𝛿
(2𝐿)2±𝐹𝐸𝑀

⏞    

صفر 

→ 𝑀𝑝 =
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐵 −

3𝐸𝐼𝑤2

2𝐿2  

  𝑀2
(3) =

4𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐵 +

2𝐸𝐼
2𝐿
𝜃𝐴

⏞  

صفر 

−
6𝐸𝐼𝛿
(2𝐿)2±𝐹𝐸𝑀

⏞    

صفر 

→ 𝑀𝑝 =
2𝐸𝐼
𝐿
𝜃𝐵 −

3𝐸𝐼𝑤2

2𝐿2  

 ی دو مجهولی فوق خواهیم داشت:  با حل دو معادله 

𝑤2
(3) = −

2
3

𝑀𝑝𝐿
2

𝐸𝐼
= −0/667

𝑀𝑝𝐿
2

𝐸𝐼
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2  

𝑤2 

𝑀1
(3) = 𝑀𝑝 𝑀2

(3) = 𝑀𝑝 

2𝐿 
1  

𝑃 
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 گیریم.  افت کمک می -نیم. چون سازه نامعین است از روش شیبککنیم و دیاگرام برش و خمش را رسم میابتدا سازه را تحلیل می 

  𝑀21 = 3
𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 − 3

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 + 𝐹𝐸𝑀21 +
𝐹𝐸𝑀12

2
= 3

𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 +

𝑞𝐿2

12
+
𝑞𝐿2

24
= 3

𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 +

𝑞𝐿2

8
 

  𝑀23 = 3
𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 − 3

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 + 𝐹𝐸𝑀23 +
𝐹𝐸𝑀32

2
= 3

𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 

 ∑𝑀2 = 0 → 3
𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 +

𝑞𝐿2

8
+ 3
𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 = 0 → 3

𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 = −

𝑞𝐿2

16
 

  𝑀21 = 3
𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 +

𝑞𝐿2

8
→   𝑀21 = (−

𝑞𝐿2

16
) +

𝑞𝐿2

8
=
𝑞𝐿2

16
 

 ∑𝑀1 = 0 → (𝑅1 × 𝐿) − (𝑞𝐿 ×
𝐿

2
) +

𝑞𝐿2

16
= 0 → 𝑅1 =

7
16
𝑞𝐿               𝑅2 =

10
16
𝑞𝐿                          𝑅3 = −

1
16
𝑞𝐿 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 محاسبه لنگر بیشینه در طول دهانه تیر:   

  

 𝑀𝑥 = 𝑅1𝑥 −
𝑞𝑥2

2
=

7
16
𝑞𝐿𝑥 −

𝑞𝑥2

2
 

 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑑𝑀𝑥
𝑑𝑥

= 0 →
7
16
𝑞𝐿 − 𝑞𝑥 = 0 → 𝑥 =

7
16
𝐿 ≃ 0/44𝐿        

  𝑀𝑚𝑎𝑥 =
7
16
𝑞𝐿(

7
16
𝐿) −

𝑞 (
7
16 𝐿)

2

2
=

49
512
 𝑞𝐿2 ≃  0/096 𝑞𝐿2    

 شود.  تشکیل می 0/44𝐿ی فاصلهلذا اولین مفصل پلاستیک در نقطه از دهانه تیر به   

 

 روََند خرابی تیر زیر را تحلیل و بررسی کنید.)تحلیل فزاینده(  :3مثال

 

 

 

𝐿 𝐿 

𝑞 

1  
2  3  

𝐿 𝐿 

𝑞 

1  
2  3  

𝑞𝐿2

16
≃ 0/0625𝐿2 

𝑥 ≃ 0/44𝐿 

49
512
 𝑞𝐿2 ≃  0/096 𝑞𝐿2 
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 بار شروع خرابی برابر خواهد شد با:  لذا اگر لنگر نقطه فوق الذکر اگر به لنگر پلاستیک برسد، اولین مفصل پلاستیک تشکیل خواهد شد، لذا  

  𝑀 =
49
512
 𝑞𝐿2 = 𝑀𝑝 → 𝑞شروع  خرابی =

512
49

𝑀𝑝

𝐿2 ≃ 10/45
𝑀𝑝

𝐿2  

را تا   𝑞لذا بار   
512

49

𝑀𝑝

𝐿2 دهیم:  افزایش می 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑅1
(1) =

7
16
𝑞(1)𝐿 =

7
16
× (

512
49

𝑀𝑝

𝐿2 ) 𝐿 =
32
7

𝑀𝑝

𝐿
≃ 4/57

𝑀𝑝

𝐿
 

 دهیم، خواهیم داشت: افزایش  �̇�را باندازه   𝑞اگر پس از تشکیل اولین مفصل پلاستیک ، بار  لذا  ، آید حالا سازه به شکل زیر در می 

  

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐿 𝐿 

𝑞(1) =
512
49

𝑀𝑝

𝐿2  

1  
2  3  

𝑞(1)𝐿2

16
≃ 0/65𝑀𝑝 

𝑥 ≃ 0/44𝐿 

𝑀𝑝 

7
32
�̇�𝐿 

7
16
𝐿 

49
2048

 �̇�𝐿2 ≃  0/024 �̇�𝐿2 

𝐿 𝐿 

�̇� 

1  
2  3  

𝑥 =
7
32
𝐿 

25
32
�̇�𝐿 

9
32
�̇�𝐿 

9
32
�̇�𝐿2 

∑𝑀 مفصل پلاستیک = 0 → �̇�1 ×
7
16
−
�̇� (

7
16)

2

2
= 0 → �̇�1 =

7
32
�̇�𝐿 

∑𝑀3 = 0 → (
7
32
�̇�𝐿 × 2𝐿) + �̇�2 × 𝐿 = �̇�𝐿 ×

3
2
𝐿 → �̇�2 =

17
16
�̇�𝐿                           �̇�3 =

9
32
�̇�𝐿 

∑𝑀𝑥 =(
7
32
�̇�𝐿𝑥) − (�̇� ×

𝑥2

2
)                          

𝑑𝑀𝑥
𝑑𝑥

= 0 →
7
32
�̇�𝐿 − �̇�𝑥 = 0 → 𝑥 =

7
32
𝐿 
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 :  برای تعیین محل لنگر پلاستیک دوم باید دو منحنی لنگر فوق را با هم جمع کنیم، لذا 

  
32
49
𝑀𝑝 +

9
32
�̇�𝐿2 = 𝑀𝑝 → �̇� =

544
441

𝑀𝑝

𝐿2  

 𝑞خرابی = 𝑞
(1) + �̇� =

512
49

𝑀𝑝

𝐿2 +
544
441

𝑀𝑝

𝐿2 =
736
63

𝑀𝑝

𝐿2 ≃ 11/68
𝑀𝑝

𝐿2   
 با  مثال  صفحه  34 جزوه  مقایسه  شود
⇔                 (6 + 4√2)

𝑀𝑝

𝐿2 ≃ 11/66
𝑀𝑝

𝐿2  

 𝑞(1) معادلهی لنگر بار ∶  
7
16
𝑞𝐿𝑥 −

𝑞𝑥2

2
=

7
16
(

512
49

𝑀𝑝

𝐿2 ) 𝐿𝑥 − (
512
49

𝑀𝑝

𝐿2 )
𝑥2

2
 

  �̇� معادلهی لنگر بار ∶  
7
32
�̇�𝐿𝑥 − �̇� ×

𝑥2

2
=

7
32
(

544
441

𝑀𝑝

𝐿2 ) 𝐿𝑥 − (
544
441

𝑀𝑝

𝐿2 )
𝑥2

2
 

  (𝑞(1) + �̇�) معادلهی لنگر بار 𝑀(𝑥) = (
305
63

𝑀𝑝

𝐿2 ) 𝐿𝑥 − (
736
63

𝑀𝑝

𝐿2 )
𝑥2

2
 

  
𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
= 0 → (

305
63

𝑀𝑝

𝐿2 ) 𝐿 − (
736
63

𝑀𝑝

𝐿2 ) 𝑥 = 0 → 𝑥 =
305
763
𝐿 = 0/41𝐿 

 شیفت پیدا کرد.   0/41𝐿ی به نقطه 0/44𝐿کنید، مفصل پلاستیک از نقطه همانطورکه مشاهده می    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐿 𝐿 

𝑞(1) =
512
49

𝑀𝑝

𝐿2  

1  
2  3  

𝑞(1)𝐿2

16
≃ 0/65𝑀𝑝 7

16
𝐿 

𝑀𝑝 

7
32
�̇�𝐿 

7
16
𝐿 

49
2048

 �̇�𝐿2 ≃  0/024 �̇�𝐿2 

𝐿 𝐿 

�̇� 

1  
2  3  

𝑥 =
7
32
𝐿 

25
32
�̇�𝐿 

9
32
�̇�𝐿 

9
32
�̇�𝐿2 

𝐿 𝐿 

𝑞خرابی =
736
63

𝑀𝑝

𝐿2  

1  
2  3  

𝑀𝑝 

 0/41𝐿 

𝑀𝑝 
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q̇
 

q
(1) 

q̇
+
q
(1) 
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 « یحد » تحلیل                                                              چهارمفصل 

 مقدمه 

 :  شودمي محاسبه خرابي نيروي مستقيما چهارم فصل  در شد، پيگيري  تسليم مراحل عضو به عضو و  گام  به  گام كه سوم فصل برخلاف

 .  شودمي فرض دلخواه خرابي مكانيزم يك .1

 .شودمي محاسبه خرابي  نيروي تعادل معادلات از استفاده با   و شده  انجام  فرض اساس بر. 2

 . شود مي  بررسي فرض صحت و  شده محاسبه اعضا بقيه نيروي .3

 براي مثال:  

بار    خواهيمميباشد.  (  𝑆0)ميله ها برابر  تسليم  نيرواگر  ( يكسان تشكيل شده است.  𝐸( و مدول الاستيسيته) 𝐴مقطع )  سازه زير از سه ميله با مساحت

 را بدست آوريم.  سازهخرابي 

 

 

 

  

 

  خواهيم   مكانيزم  حالت   سه  نتيجه  در   بماند و   الاستيك  ميله  يك   و   شود  تسليم   بايد   ميله  دو   شدن  ناپايدار  براي  بنابراين.  است  نامعين  درجه  يك   سازه

 كنيم.  هاي خرابي محتمل را رسم ميابتدا مكانيزم .داشت

كنيم تغييرطول پلاستيك  الاستيك مانده است، لذا فرض مي  3. چون ميلهباقي مانده است  الاستيك    3و ميله  تسليم شده  2و    1كنيم، ميله  فرض ميالف(  

 دهد.  بصورت عمود بر حالت اوليه تغييرشكل مي زير لذا مطابق شكلآن برابر صفر است. 

 

 

 

 

  

 

𝑒3تسليم نشده است لذا   3چون فرض كرديم ميله =  بنابراين:خواهد بود،  )تغيير شكل پلاستيك مساوي صفر(  0

 

 لذا با جايگذاري در روابط خواهيم داشت: 

 

 روش انرژي: اعمال 

 

 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 

(1)  
(2)  (3)  

𝑆0 

(1)  (2)  
(3)  

𝐹 

𝑢 

𝑒1 
𝑆0 

𝑒2 

𝑒3 = 0 
𝑆3 

𝑤 

𝑢 

𝑒1 = 0/6⏞
راستاي كوتاه 

𝑢 + 0/8⏞
راستاي بلند 

𝑤 𝑒2 = 𝑤 𝑒3 = −0/8⏞  

راستاي بلند 

𝑢 + 0/6⏞
راستاي كوتاه 

𝑤 

𝑒3 = −0/8𝑢 + 0/6𝑤 = 0 → 𝑢 =
3
4
𝑤 

𝑒1 = 0/6𝑢 + 0/8𝑤
    𝑢=

3
4
𝑤     

→      𝑒1 = 0/6 (
3
4
𝑤) + 0/8𝑤 =

5
4
𝑤 𝑒2 = 𝑤 𝑒3 = 0 

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 𝑤 = 𝑆0 × 1/25𝑤 + 𝑆0 × 𝑤 + 0⏞
كار  داخلي  ميله  3

 

𝐹خرابي = 2/25𝑆0 

∑𝐹𝑥 = 0 → −0/6𝑆0 + 0/8𝑆3 = 0 

𝑆3 =
3
4
𝑆0 
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كنيم تغييرطول پلاستيك آن  الاستيك مانده است، لذا فرض مي   1بماند. چون ميلهباقي  الاستيك    1و ميله  تسليم شده  3و    2كنيم، ميله  ب( فرض مي 

 دهد.  صفر است. لذا مطابق شكل بصورت عمود بر حالت اوليه تغييرشكل مي مساوي

 

 

 

 

   1خلاف فرض اوليه است. چون نيروي ميله  ،فوق  را حساب كرديم، بايد نتيجه بگيريم كه مكانيزم مفروضِ 1از معادله تعادل، نيروي ميله همانطور كه 

𝑆1) بيشتر از نيروي تسليم ميله است = 1/33𝑆0)   .كه اين غيرممكن است 

  مطابق نتايج فصل قبل: 

 

𝑒1تسليم نشده است لذا   1چون فرض كرديم ميله =  بنابراين:خواهد بود،   0

 

 لذا با جايگذاري در روابط خواهيم داشت: 

 

 اعمال روش انرژي: 

 

 

 

تغييرطول پلاستيك كنيم الاستيك مانده است، لذا فرض مي 2. چون ميلهباقي مانده استالاستيك  2و ميله  تسليم شده 3و  1كنيم، ميلهپ( فرض مي 

 دهد.  صفر است. لذا مطابق شكل بصورت عمود بر حالت اوليه تغييرشكل مي مساوي آن

 

 

 

 

  

 

𝑒2تسليم نشده است لذا   2كرديم ميلهچون فرض  =  بنابراين:خواهد بود،   0

 

𝑆0 

(1)  (2)  (3)  

𝐹 

𝑢 

𝑒1 = 0 

𝑆1 𝑒2 
𝑒3 

𝑆0 

𝑤 

𝑢 

𝑒1 = −0/6⏞  

راستاي كوتاه 

𝑢 + 0/8⏞
راستاي بلند 

𝑤 𝑒2 = 𝑤 𝑒3 = 0/8⏞
راستاي بلند 

𝑢 + 0/6⏞
راستاي كوتاه 

𝑤 

𝑒1 = −0/6𝑢 + 0/8𝑤 = 0 → 𝑢 =
4
3
𝑤 

𝑒1 = 0 𝑒2 = 𝑤 𝑒3 = 0/8 (
4
3
𝑤) + 0/6𝑤 =

5
3
𝑤 

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 𝑤 = 𝑆0 ×
5

3
𝑤 + 𝑆0 × 𝑤 + 0⏞

كار  داخلي  ميله  1

 

𝐹خرابي =
8
3
𝑆0 

∑𝐹𝑥 = 0 → −0/6𝑆1 + 0/8𝑆0 = 0 

𝑆1 =
4
3
𝑆0 

 

𝑆2 

(1)  (2)  (3)  

𝐹 
𝑢 

𝑒1 
𝑆0 𝑒2 = 0 

𝑒3 
𝑆0 

𝑒1 = 0/6⏞
راستاي كوتاه 

𝑢 𝑒2 = 𝑤 𝑒3 = −0/8⏞  

راستاي بلند 

𝑢 

𝑒2 = 0 → 𝑤 = 0 



53 

 

 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

 لذا با جايگذاري در روابط خواهيم داشت: 

 

 اعمال روش انرژي: 

 

 

 

 كار خارجي صفر باشد، آن مكانيزم غلط است.   ،اگر در يك مكانيزم

 لذا تنها مكانيزم محتمل، مكانيزم)الف( خواهد بود. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑒1 = 0/6𝑢 𝑒2 = 0 𝑒3 = −0/8𝑢 

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 0⏞  

راستاي جابجايي  عمود بر  راستاي نيرو  است 

= 𝑆0 × 0/6𝑢 − 𝑆0 × 0/8𝑢 + 0⏞
كار  داخلي  ميله  2

 

𝐹خرابي = ∞ 
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 :1بررسي مكانيزم  

 

    

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بار خرابي قاب زير را تحليل و بررسي كنيد.)تحليل حدي(  : 1مثال

 

 

 𝐿 

كار داخلي =  كار خارجي

(𝑀𝑝 × 𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) + (𝑀𝑝 × 𝜃) = 2𝐹 × 𝜃𝐿 

𝐹 =
4𝑀𝑝𝜃

2𝜃𝐿
→ 𝐹 = 2

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

𝜃 

𝜃 𝜃 𝜃𝐿 

1مزمكاني  

𝜃 

2𝐹 

𝐹 

2𝐹 

𝐹 

2𝐿 

𝐿 

2𝐿 

∑𝑀1 = 0 → (𝑃 × 2𝐿) + 𝑀𝑝 + (2
𝑀𝑝

𝐿
× 2𝐿) = 0 → 𝑃 = −2/5

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

1  

2  3  

4  

∑𝑀4 = 0 → 𝑀4 +𝑀𝑝 + (−2/5
𝑀𝑝

𝐿
× 2𝐿) = 0 → 𝑀4 = 4𝑀𝑝    غير ممكن 

 

𝑀𝑝 

𝑃 2
𝑀𝑝

𝐿
 

2𝐿 2𝐿 

2𝐿 

4
𝑀𝑝

𝐿
 

𝑀𝑝 𝑀𝑝 
𝑀𝑝 

𝑃 𝑃 𝑃 

𝑉 
𝑉 𝑉′ 

𝑉′ 

𝑀4 
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 :2بررسي مكانيزم   

 

    

 

 

 

   

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

    

 : 4و  3بررسي مكانيزم  

 

 

  

 

  

  

   

 

 

 همانطور كه قبلاً ذكر شد، اگر در يك مكانيسم، كارخارجي منفي يا صفر باشد، آن مكانيسم غيرممكن است.  

كار داخلي =  كار خارجي

(𝑀𝑝 × 3𝜃) = 𝐹 × 2𝜃𝐿 

𝐹 =
3𝑀𝑝𝜃

2𝜃𝐿
→ 𝐹 = 1/5

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

∑𝑀1 = 0 → (𝑃 × 2𝐿) − 𝑀𝑝 + (1/5
𝑀𝑝

𝐿
× 2𝐿) = 0 → 𝑃 = −

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 ∑𝑀3 = 0 → (𝑉 × 2𝐿) + 𝑀𝑝 − (3
𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿) + 𝑀𝑝 = 0 → 𝑉 =

1
2

𝑀𝑝

𝐿
   

 

𝜃 

2𝜃𝐿 

2مزمكاني  

2𝜃𝐿 

𝜃 𝜃 

2𝐹 

𝐹 

𝜃 

∑𝑀 وسط دهانه =(𝑉 × 𝐿) + 𝑀𝑝 =
1
2

𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿 + 𝑀𝑝 =

3
2
𝑀𝑝           غيرممكن 

 

كار داخلي =  كار خارجي

(𝑀𝑝 × 5𝜃) = 𝐹 × 2𝜃𝐿 − 2𝐹 × 𝜃𝐿⏞            

صفر 

 

𝐹 = ∞ 
 

 

𝜃 

𝜃 

𝜃 𝜃 

𝜃𝐿 2𝜃𝐿 

2𝜃𝐿 
𝜃 

𝜃 

2𝐹 

𝐹 

3مزمكاني  

كار داخلي =  كار خارجي

(𝑀𝑝 × 5𝜃) = 2𝐹 × 𝜃𝐿 − 𝐹 × 2𝜃𝐿⏞            

صفر 

 

𝐹 = ∞ 

 

 

𝜃 

𝜃 

𝜃 𝜃 

𝜃𝐿 

2𝜃𝐿 
2𝜃𝐿 

𝜃 𝜃 

2𝐹 

𝐹 

4مزمكاني  

𝑀𝑝 

𝑃 1/5
𝑀𝑝

𝐿
 

2𝐿 2𝐿 

2𝐿 

3
𝑀𝑝

𝐿
 

𝑀𝑝 𝑀𝑝 
𝑀𝑝 

𝑃 𝑃 𝑃 

𝑉 
𝑉 𝑉′ 

𝑉′ 

𝑀𝑝 
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 :5بررسي مكانيزم   

 

     

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 بندي:  جمع   

    

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 مكانيزم بار خرابي لنگر در نقطه بحراني ضريب اطمينان  ايمني بار محدوده

𝑀𝑝

2𝐿
≤ 𝐹ايمن ≤ 2

𝑀𝑝

𝐿
 4 𝑀4 = 4𝑀𝑝 𝐹 = 2

𝑀𝑝

𝐿
 1 

𝑀𝑝

𝐿
≤ 𝐹ايمن ≤ 1/5

𝑀𝑝

𝐿
 1/5 𝑀 وسط دهانه =

3
2
𝑀𝑝 𝐹 = 1/5

𝑀𝑝

𝐿
 2 

   𝐹 = ∞ 3 

   𝐹 = ∞ 4 

𝐹ايمن ≤ 1/25
𝑀𝑝

𝐿
  𝑀2 =

1
2
 𝑀𝑝 𝐹 = 1/25

𝑀𝑝

𝐿
 5 

كار داخلي =  كار خارجي

(𝑀𝑝 × 5𝜃) = (𝐹 × 2𝜃𝐿) + (2𝐹 × 𝜃𝐿) 

𝐹 =
5𝑀𝑝𝜃

4𝜃𝐿
→ 𝐹 = 1/25

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

∑𝑀4 = 0 → (𝑃 × 2𝐿) + 𝑀𝑝 + 𝑀𝑝 = 0 → 𝑃 = −
𝑀𝑝

𝐿
 

 

 ∑𝑀1 = 0 → (𝑉 × 𝐿) + 𝑀𝑝 − (−
𝑀𝑝

𝐿
× 2𝐿) − 1/25

𝑀𝑝

𝐿
× 2𝐿 = 0 → 𝑉 = −

1
2

𝑀𝑝

𝐿
   

 
∑𝑀2 =(𝑉 × 𝐿) + 𝑀𝑝 = (−

1
2

𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿) + 𝑀𝑝 =

1
2
 𝑀𝑝   𝑂. 𝐾.         

 

𝜃 

𝜃 

𝜃 𝜃 

𝜃𝐿 

2𝜃𝐿 2𝜃𝐿 

𝜃 𝜃 

2𝐹 

𝐹 

5مزمكاني  

𝜃 

𝑀𝑝 

𝑀𝑝 
𝑃 1/25

𝑀𝑝

𝐿
 

2𝐿 2𝐿 

𝐿 

2/5
𝑀𝑝

𝐿
 

𝑀𝑝 𝑀𝑝 𝑀𝑝 

𝑃 𝑃 𝑃 

𝑉 

𝑉 𝑉′ 
𝑉′ 

𝐿 

)  ي بار ايمن، بين خود بار خرابي و تقسيم بار خرابي بر ضريب اطمينان است.محدوده
𝐹 خرابي

ضريب  اطمينان 
≤ 𝐹ايمن ≤ 𝐹و مقدار ضريب اطمينان خرابي )

 برابر است با ضريب لنگر پلاستيك در نقطه بحراني. 
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 شرایط تعیین مکانیزم خرابی سیستم:

 بايد هر سه شرط زير ارضاء شود.

 

  تجاوز نمايد. تسليمنبايد از تنش    ي اعضاهمهدر   تنش يعني قابل قبول از نظر پلاستیسیته:    - 1

  براي مثال:

 تجاوز كرده است.   پلاستيكقاب زير از لحاظ پلاستيسيته قابل قبول نيست، چون لنگر در يكي از اعضاي سازه از لنگر 

 

 

 

 

 

 

 

 اولاً از نظر پلاستيسيته قابل قبول باشد، ثانياً تعادل استاتيكي برقرار باشد.  قابل قبول از نظر استاتیکی:    - 2

 براي مثال:

 ست.  خرپاي زير با اينكه از نظر پلاستيسيته قابل قبول است ولي چون تعادل استاتيكي در آن برقرار نيست، لذا از نظر استاتيكي قابل قبول ني

 

 

 

 

  

 

 

 

 هاي خرابي باعث ايجاد كار خارجي مثبت و مخالف صفر در سيستم شود. مكانيزمقابل قبول از نظر سینمایکی)حرکتی(:    - 3

 براي مثال:

 در قاب زير چون كار خارجي برابر صفر است لذا از لحاظ سينماتيكي قابل قبول نيست. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐹 
𝑀𝑝 𝑀𝑝 

𝑀 = 2𝑀𝑝 

𝑀𝑝 𝑀𝑝 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 

(1)  
(2)  

(3)  

0/8𝑆0 

𝑆0 

𝑆0 

∑𝐹𝑥 = 0 → 0/6 × (0/8𝑆0) ≠ 0/8 × 𝑆0 

 

𝜃 

𝜃 

𝜃 𝜃 

𝜃𝐿 

2𝜃𝐿 
2𝜃𝐿 

𝜃 𝜃 

2𝐹 

𝐹 

كار خارجي    ∶    𝑊𝑒𝑥𝑡 = 2𝐹 × 𝜃𝐿 − 𝐹 × 2𝜃𝐿 = 0 
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 قضایای بنیادی تحلیل حدی 

   (: 𝑳𝒐𝒘𝒆 𝑩𝒐𝒖𝒏𝒅 𝑻𝒉𝒆𝒓𝒐𝒓𝒆𝒎) قضیه حد پایین 

  بزرگترين از بين مكانيزم ها با بار هاي خرابي مختلف، بار خرابي محتمل    يعني  در سازه هاي قابل قبول استاتيكي، بزرگترين ضريب است.ضريب اطمينان  

 بار خواهد بود. 

 براي مثال:  

1/25كه مقدار آن   3قابل قبول هستند، بار خرابي برابر است با بار خرابي مكانيزم استاتيكيدر قاب هاي زير با فرض اينكه هر سه از نظر 
𝑀𝑝

𝐿
 است.   

 

 

 

 

 

 

 

 (:   𝑼𝒑𝒑𝒆𝒓 𝑩𝒐𝒖𝒏𝒅 𝑻𝒉𝒆𝒓𝒐𝒓𝒆𝒎بالا) قضیه حد  

قبول   قابل  هاي  سازه  در  اطمينان  است.  كمترين،  سينماتيكيضريب  محتمل   يعني  ضريب  خرابي  بار  مختلف،  خرابي  هاي  بار  با  ها  مكانيزم  بين  از 

 بار خواهد بود. كوچكترين

 براي مثال:  

 .  است 2/25𝑆0كه مقدار آن   2اينكه هر دو از نظر سينماتيكي قابل قبول هستند، بار خرابي برابر است با بار خرابي مكانيزمدر خرپاهاي زير با فرض 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

1/25
𝑀𝑝

𝐿
 

𝑀𝑝 𝑀𝑝 
𝑀𝑝 

𝑀𝑝 
(3)  

0/5
𝑀𝑝

𝐿
 

𝑀𝑝

4
 

𝑀𝑝

4
 

𝑀𝑝

4
 

𝑀𝑝 
(1)  

𝑀𝑝

𝐿
 

3
2
𝑀𝑝 𝑀𝑝 

2
3
𝑀𝑝 

2
3
𝑀𝑝 

(2)  

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 𝑤 = 𝑆0 × 1/25𝑤 + 𝑆0 × 𝑤 + 0⏞
كار  داخلي  ميله  3

 

𝐹خرابي = 2/25𝑆0 

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 𝑤 = 𝑆0 ×
5

3
𝑤 + 𝑆0 × 𝑤 + 0⏞

كار  داخلي  ميله  1

 

𝐹خرابي = 2/67𝑆0 

𝑆0 

𝐹 

𝑢 

𝑒1 = 0 

𝑆1 𝑒2 
𝑒3 

𝑆0 

𝑤 

𝑢 

(1)  

𝑆0 

𝐹 

𝑢 

𝑒1 
𝑆0 

𝑒2 

𝑒3 = 0 
𝑆3 

𝑤 

𝑢 

(2)  
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 با بررسي مكانيزم هاي خرابي حركتي)سينماتيك( بار خرابي خرپاي زير را بدست آوريد.   : 1مثال  

 

 

    

 

    

 حل:    

 تسليم شده است.( 4و3كنيم ميله هاي )فرض مي:1بررسي مكانيزم  

    

 

 

   

 

 تسليم شده است.( 3و2كنيم ميله هاي )فرض مي:2بررسي مكانيزم  

 

 

 

 بررسي صحت مكانيسم:   

 

 

 

 تسليم شده است.( 4و2كنيم ميله هاي )فرض مي:3بررسي مكانيزم  

 

 

  بررسي صحت مكانيسم:   

 

 

 

  خرابي خواهد بود. م، مكانيز1لذا مكانيزم   سينماتيكي هستند لذا بار خرابي محتمل، كوچكترين بار خواهد بود. قابل قبول ها چون مكانيزم  

0/75𝐿 

𝐿 

1/25𝐿 

𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0/6 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0/8 

𝑆0 

𝑆0 

𝑒3 = −0/8𝑢⏞      

فشاري

 

𝑒4 = 0/8𝑢 

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 𝑢 = −𝑆0 × (−0/8𝑢) + 𝑆0 × 0/8𝑢 

𝐹خرابي = 1/6𝑆0 

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 𝑢 = (−𝑆0 × (−𝑢)) + (−𝑆0 × (−0/8𝑢)) 

𝐹خرابي = 1/8𝑆0 

𝑒2 = −𝑢 

𝑒3 = −0/8𝑢 
∑𝐹𝑦 = 0 → 0/6𝑆0 = 𝑆1 

∑𝐹𝑥 = 0 → 0/8𝑆4 = 𝑆0 → 𝑆4 = 1/25𝑆0 غير ممكن 

 

𝑒2 = 𝑢 

𝑒4 = −0/8𝑢 

كار خارجي =  كار داخلي

 𝐹 × 𝑢 = (𝑆0 × 𝑢) + (𝑆0 × (0/8𝑢)) 

𝐹خرابي = 1/8𝑆0 

∑𝐹𝑦 = 0 → 0/6𝑆0 = 𝑆5 

∑𝐹𝑥 = 0 → 0/8𝑆3 = 𝑆0 → 𝑆3 = 1/25𝑆0 غير ممكن 

 

𝑆0 

𝑆0 

𝑆1 

𝑆5 

𝑆4 

𝑆3 

𝑒4 = 0/8𝑢 

𝑒2 = 𝑢 
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 با بررسي مكانيزم هاي خرابي حركتي)سينماتيك( بار خرابي سيستم زير را بدست آوريد.   :2مثال   

 

 

 

 

 

 حل:    

 تسليم شده است.(   3و1كنيم ميله هاي :)فرض مي1بررسي مكانيزم  

 

 

  

 

    

     

    

   ∑𝐹𝑥 = 0 → 0/8𝑆0 − 0/8𝑆2 + 0/8𝑆5 + 0/64𝑆0 = 0 → 𝑆2 = 1/8𝑆0 + 𝑆5 

    

   ∑𝐹𝑦 = 0 → 0/6𝑆0 + 𝑆0 − 1/6𝑆0 + 𝑆4 + 0/6𝑆5 + 0/6( 𝑆2⏞
𝑆2=1/8𝑆0+𝑆5

) = 0 → 𝑆4 = −1/08𝑆0 − 1/2𝑆5 

 اند، يعني:  تسليم نشده 𝑆5و   𝑆4و   𝑆2هاي  دانيم كه ميلهمي  

 

   −𝑆0 < 𝑆2 < 𝑆0 → −𝑆0 < 1/8𝑆0 + 𝑆5 < 𝑆0 → −2/8𝑆0 < 𝑆5 < −0/8𝑆0  

   −𝑆0 < 𝑆4 < 𝑆0 → −𝑆0 < −1/08𝑆0 − 1/2𝑆5 < 𝑆0 → −1/73𝑆0 < 𝑆5 < −0/067𝑆0  

−𝑆0 < 𝑆5 < 𝑆0  

     

−𝑆0 < 𝑆5 < −0/8𝑆0  

    

    

 د. يآبدست نمي 𝑆5اگر مكانيسم مفروض، اشتباه بود در اين صورت هيچ مقدار مشتركي براي    

3𝐿 

4𝐿 

5𝐿 

𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0/6 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0/8 

كار خارجي =  كار داخلي

 2/5𝐹 × ∆= (𝑆0 × ∆) + (𝑆0 × 0/6∆) 

𝐹خرابي = 0/64 𝑆0 ∆ 

را محاسبه كرد. لذا يكي از   𝑆5و    𝑆4و    𝑆2توان آن را تحليل كرد و مقادير  كنيد سازه فوق يك درجه نامعين است و نميهمانطور كه مشاهده مي 

 آوريم. كنيم و بقيه نيروها را بر حسب آن بدست مينيروها را معلوم فرض مي 

 خواهيم داشت:   𝑆5با فرض معلوم بودن  

0/64 𝑆0 

1/6 𝑆0 

ها داراي اشتراک باشند، يعني مكانيزم مفروض درست است. در  سه بازه متفاوت بدست آمد. اگر اين بازه  𝑆5كنيد براي  همانطور كه مشاهده مي 

 لذا:   غير اينصورت مكانيزم انتخابي نادرست خواهد بود.

 

لذا مكانيزم انتخابي)مفروض( و نيرو    مقادير فوق را جايگذاري كنيم، سازه از نظر پلاستيسيته و استاتيكي قابل قبول خواهد بود.  𝑆5كه اگر بجاي  

 بحراني محاسبه شده درست است. 
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 با بررسي مكانيزم هاي خرابي حركتي)سينماتيك( بار خرابي سيستم زير را بدست آوريد.  : 3مثال  

  

 

 

 

 

 

 

 

 حل:   

 :  1مكانيزم  

    

    

 

 

 :  1بررسي صحت مكانيزم  

 )جهت لنگرهاي پلاستيك اعمالي را بايد درست وارد كنيم( بايد لنگر در تمام گره ها، مساوي يا كوچكتر از لنگر پلاستيك باشد.   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

كار خارجي =  كار داخلي

𝐹 × 𝜃𝐿 = 4𝑀𝑝𝜃 

𝐹خرابي =
4𝑀𝑝
𝐿

 

𝑀𝑝 

 

𝑀𝑝 

 𝑅1 

 
𝑅5 

 

∑𝑀5 = 0 → 𝑅1 × 2𝐿 −𝑀𝑝 −𝑀𝑝 −
4𝑀𝑝
𝐿
𝐿 +

4𝑀𝑝
𝐿
𝐿 = 0 → 𝑅1 =

𝑀𝑝

𝐿
 

∑𝐹𝑦 = 0 → 𝑅5 =
3𝑀𝑝
𝐿

 

 

 

∑𝑀2 = 0 → 𝑉1 × 𝐿 −𝑀𝑝 −𝑀𝑝 = 0 

𝑉1 =
2𝑀𝑝
𝐿

 

 

𝑅1 

 

𝑀𝑝 

 

𝑀𝑝 

 

𝑉1 

 ∑𝑀3 = −𝑀𝑝 + 𝑅1 × 𝐿 + 𝑉1 × 2𝐿 

𝑀3 = −𝑀𝑝 +𝑀𝑝 + 4𝑀𝑝 

𝑀3 = 4𝑀𝑝 ≰ 𝑀𝑝    پس  مكانيزم غلط است  

 

 

𝑉1 =
2𝑀𝑝
𝐿

 

 

𝑀3 

 

𝑉1 

 
𝑅1 

 

𝑀𝑝 

 



62 

 

 گردآورنده: عرفان یحیی زاد                                                                                                                                       تحلیل غیرارتجاعی سازه

 :  2مكانيزم  

   تشكيل شده است. 𝐶و  𝐵و   𝐴 كنيد، سازه از سه قسمتهمانطور كه مشاهده مي  

     

 

    

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 :2بررسي صحت مكانيزم  

 

 

 

 

 

است.   5نقطه  𝐶عضو مركز دوران و    1نقطه  𝐴مقيد هستند مركز دوران عضو    5و  1چون نقاط 

 آيد.  ابتدا و انتهاي هر عضو، شعاع دوران عضو بدست مياز اتصال 

 دهد.  هر عضو عمود بر شعاع دوران تغييرشكل مي

 𝐵و    𝐴، محل تلاقي شعاع هاي دوران عضو    𝐵مقيد نيست، لذا مركز دوران عضو   𝐵چون عضو 

 است. يعني:  

 

𝑆𝑖𝑛𝜑 =
𝜑𝐿√5

𝐿√5
=

𝑎

𝜑𝐿√5
 

𝑥

𝑥 + 2𝐿
=
𝐿

2𝐿
 

𝑥 = 2𝐿  

𝑥  
 

𝛼  

𝛼  

𝜃 

𝜃 

كار خارجي =  كار داخلي

(𝐹 × 𝜃𝐿) + (𝐹 × 3𝜃𝐿) = 𝑀𝑝𝜃 +𝑀𝑝2𝜃 +𝑀𝑝4𝜃 +𝑀𝑝3𝜃 

𝐹خرابي = 2/5
𝑀𝑝

𝐿
 

∑𝑀4
⏞  

𝐶  قطعه

= 𝑉5 × 𝐿 −𝑀𝑝 −𝑀𝑝 = 0 → 𝑉5 = 2
𝑀𝑝

𝐿
 

∑𝑀3
⏞  

𝐵,𝐶  قطعه

= (𝑅5 × 𝐿) − 𝑀𝑝 −𝑀𝑝 +𝑀𝑝 + (2/5
𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿) = 0 → 𝑅5 = 1/5

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 ∑𝑀5 = 𝑅1 × 2𝐿 −𝑀𝑝 −𝑀𝑝 − (2/5
𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿) + (2/5

𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿) = 0 → 𝑅1 =

𝑀𝑝

𝐿
𝐹𝑥∑       و         = 0 → 𝑉1 = 0/5

𝑀𝑝

𝐿
 

 

 

 

∑𝑀2 = (0/5
𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿) −𝑀𝑝 + (

𝑀𝑝

𝐿
× 𝐿) = 0/5𝑀𝑝 <  𝑀𝑝        𝑂. 𝐾  

 

 

𝜃 

𝜃 

𝜓 

𝜃 

𝜃 

𝜃𝐿√5 

2𝜃𝐿 
𝜃𝐿 

3𝜃𝐿 
𝜃𝐿 

𝜓 = 3𝜃 

𝜃 

𝜃 𝜃𝐿 
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 در مثال قبلي اگر ابعاد متقارن نبود:    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

9𝑚 18𝑚 

13/5𝑚 

9𝑚 

𝑥 =? 

𝑂𝐶2

𝐶𝐶2
=
𝐶1𝐴

𝐶1𝐶
→ 𝑂𝐶2 =

𝐶1𝐴

𝐶1𝐶
𝐶𝐶2 =

22/5 × 9
18

= 11/25 𝑚 

 

(𝐴𝐶)(𝜙) = (𝑂𝐶)(𝜃) 

𝜙 =
𝑂𝐶

𝐴𝐶
𝜃 =

𝐶𝐶2

𝐶1𝐶
𝜃 =

9
18
𝜃 =

𝜃

2
 

(𝐷𝐸)(𝜓) = (𝑂𝐷)(𝜃) 

𝜓 =
𝑂𝐷

𝐷𝐸
𝜃 = 1/5𝜃 
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 تعیین بار خرابی در سازه های نامعین روش دیگر جهت  

 شود و شروع و پايان خرابي يكسان است.  كيل اولين مفصل پلاستيك سازه خراب ميي اضافي نداريم و پس از تشهاي معين ميلهدر سازه

ي لازم براي ناپايداري سازه  هاي تسليم شدهيابد، تعداد ميلهي زاپاس داريم و هرچه درجه نامعيني افزايش ميي نامعين اصطلاحاً ما ميلهولي در سازه

 بيشتر خواهد شد.  

كنيم.  شود. سپس سازه را تحليل ميمعين ميكنيم و سازه  ها را حذف ميفرض كنيد يك سازه يك درجه نامعين داريم، در روش جديد يكي از ميله

در معادلات بصورت مجهول قرار دهيم و در تحليل نيروي    دانيم و بايد مقدار آنراي حذف شده را نميالبته سازه ظاهراً نامعين است چون نيروي ميله

 اعضا بر حسب نيروي مجهول عضو حذف شده محاسبه خواهد شد.  

از تحليل سازه و يافتن نيروي اعضا بر حسب نيروي مجهول، شرط قابل قبول بودن استاتيكي را اعمال مي هاي  كنيم و براي نيروي مجهول بازهبعد 

آوريم.  دهيم و نيروي خرابي را بدست ميو ما حداكثر مقدار ممكن را براي نيروي مجهول انتخاب كرده و در معادلات قرار مي مختلفي ايجاد خواهد شد 

 براي مثال:  

 خواهيم نيروي خرابي را محاسبه كنيم:  در سازه زير مي

 

 

 

 

تا سازه معين  دهيمو بجايش نيروي مجهول قرار ميازه مقابل يك درجه نامعين است. لذا ابتدا يكي از ميله ها را حذف  س طبق توضيحات داده شده،  

 :  (2)مثل ميلهشود

 

 

 

 كنيم: كرده و نيروي هر ميله را حساب مي حالا سازه را تحليل 

 

 

  

 

 

 

 

 

 لذا نيروي هر ميله عبارت است از: 

𝑆1 = 0/75 (𝑆2 + 𝐹)          𝑆3 = 1/25 (𝑆2 + 𝐹)               𝑆4 = 1/25 𝑆2                  𝑆5 = 0/75 𝑆2      

0/75𝐿 

𝐿 

1/25𝐿 

𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0/6 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0/8 

𝐹 

𝑆5 = 0/75𝑆2 𝑆4 = 0/75𝑆2 

𝑆4 = 𝑆2 

𝑆4 = 0/75𝑆2 

𝑆4 = 𝑆2 

𝑆3 = 𝑆2 + 𝐹 

𝑆5 = 0/75𝑆2 𝑆1 = 0/75(𝑆2 + 𝐹) 

𝑆1 = 0/75(𝑆2 + 𝐹) 

𝑆3 = 𝑆2 + 𝐹 

𝑆3 = 0/75(𝑆2 + 𝐹) 

𝑆3 = 0/75(𝑆2 + 𝐹) 
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زه:  سا ستاتيكياعمال شرط قابل قبول بودن ا  

−𝑆0 ≤ 𝑆1 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 0/75 (𝑆2 + 𝐹) ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 0/75 𝑆2 + 0/75 𝐹 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 − 0/75 𝐹 ≤ 0/75 𝑆2

≤ 𝑆0 − 0/75 𝐹 → −
4
3
𝑆0 − 𝐹 ≤ 𝑆2 ≤

4
3
𝑆0 −  𝐹  

 

−𝑆0 ≤ 𝑆3 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 1/25 (𝑆2 + 𝐹) ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 1/25 𝑆2 + 1/25 𝐹 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 − 1/25 𝐹 ≤ 1/25𝑆2

≤ 𝑆0 − 1/25 𝐹 → −
4
5
𝑆0 − 𝐹 ≤ 𝑆2 ≤

4
5
𝑆0 −  𝐹  

 

−𝑆0 ≤ 𝑆4 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 1/25 𝑆2 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 1/25 𝑆2 ≤ 𝑆0 → −
4
5
𝑆0 ≤ 𝑆2 ≤

4
5
𝑆0  

       

−𝑆0 ≤ 𝑆5 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 0/75 𝑆2 ≤ 𝑆0 → −𝑆0 ≤ 0/75 𝑆2 ≤ 𝑆0 → −
4
3
𝑆0 ≤ 𝑆2 ≤

4
3
𝑆0  

 

 :  . لذاخواهد بود هابا اشتراک بازه برابر 𝑆2حداكثر مقدار 

−
4
5
𝑆0 ≤ 𝑆2 ≤

4
5
𝑆0 

−
4
5
𝑆0 − 𝐹 ≤ 𝑆2 ≤

4
5
𝑆0 − 𝐹 → {

−
4
5
𝑆0 − 𝐹 ≤ 𝑆2 → 𝐹 ≥ −

4
5
𝑆0 − 𝑆2 

𝑆2 ≤
4
5
𝑆0 − 𝐹 → 𝐹 ≤

4
5
𝑆0 − 𝑆2

    𝑆2=−0/8𝑆0  
→         𝐹خرابي = 1/6𝑆0

 

𝑆2 با قرار دادن  = −0/8𝑆0   و𝐹خرابي = 1/6𝑆0  :خواهيم داشت 

𝑆1 = 0/75(𝑆2 + 𝐹) = 0/75(−0/8𝑆0 + 1/6𝑆0) = 0/6𝑆0      

𝑆3 = 1/25(𝑆2 + 𝐹) = 1/25(−0/8𝑆0 + 1/6𝑆0) = 𝑆0             

𝑆4 = 1/25 𝑆2 = 1/25 × (−0/8𝑆0) = −𝑆0                

𝑆5 = 0/75 𝑆2 = 0/75 × (−0/8𝑆0) = −0/6𝑆0 
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 « فروریزشی در آستانه تغییرشکل فصل پنجم                                                   » 

 ه مقدم 

خواهیم بدون  در فصل های قبلی ما توانستیم به روش تحلیل روند خرابی، اندازه جابجایی ها را در هر مرحله از تسلیم را محاسبه کنیم. در این فصل می

 تحلیل گام به گام و بررسی روند خرابی، بطور مستقیم اندازه تغییرشکل در لحظه فروریزش سازه را محاسبه کنیم.  

4/2دانیم که تغییرشکل سازه در لحظه قبل از فروریزش برابر  سازه زیر را در فصل سوم بررسی کردیم و می
𝐸𝐴

𝑆0𝐿
خواهیم این  باشد. در این فصل میمی 

 تر و بدون تحلیل تمام مراحل تسلیم، بدست بیاوریم.  تغییر شکل را به روش ساده

 

 

 

 

 

 

 .  آوریم خرابی متناظر را بدست میابتدا مکانیزم خرابی و بار 

  تسلیم شده است: 3و  2کنیم ابتدا میلهفرض می -1

 

 

 

 

 تسلیم شده است: 2و  1کنیم ابتدا میلهفرض می -2

 

 

 

 

 

 تسلیم شده است: 3و  1کنیم ابتدا میلهفرض می -3

 

 

 

 

 

 

خرابی𝐹لذا بار خرابی  خرابی خواهد بود.  زمبعنوان مکانی 2مکانیزم = 2/25𝑆0  باشد می  .  

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 

(1)  
(2)  (3)  

کار داخلی =  کار خارجی

(𝑆0∆) + (𝑆0 ×
∆

0/6
) = 𝐹 × ∆ 

𝐹خرابی = 2/66𝑆0 

 

 
کار داخلی =  کار خارجی

(𝑆0∆) + (𝑆0 ×
∆

0/8
) = 𝐹 × ∆ 

𝐹خرابی = 2/25𝑆0 

 

 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 (1)  (2)  (3)  

∆ 

کار داخلی =  کار خارجی

(𝑆0 ×
∆

0/6
) + (𝑆0 ×

∆

0/8
) = 𝐹 × ∆ 

𝐹خرابی = 2/92𝑆0 

 

 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 (1)  
(2)  (3)  

∆ 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 (1)  
(2)  (3)  

∆ 
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 رسد.  کدام یک زودتر تسلیم می  2و   1های دانیم از بین میلهما تا اینجا فقط بار خرابی را محاسبه کردیم و نمی

  )به روش کار مجازی( کنیمگیریم و براساس هر یک تغییرمکان قائم را محاسبه میدر نظر میزیر  را    (2و  1تسلیم میله های  ر)اولویت دلذا دو حالت مختلف

 کنیم.  و در نهایت تغییرمکان با اندازه بزرگ را بعنوان تغییرشکل قبل از خرابی کامل سازه معرفی می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

=∆)  با انتخاب مقدار ماکزیموم، تغییرشکل قائم در لحظه فروریزش سازه 4/2
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 خواهد بود.   (

  

 

∑𝐹𝑥 = 0 → 0/8𝑆3 = 0/6𝑆0 → 𝑆3 = 0/75𝑆0 

 

 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 = 2/25𝑆0 

𝑆0 
𝑆3 = 0/75𝑆0 

0/99999𝑆0 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 = 2/25𝑆0 

0/99999𝑆0 𝑆3 = 0/75𝑆0 
𝑆0 

 سازه حقیقی سازه مجازی سازه مجازی سازه حقیقی

 روش کار مجازی روش کار مجازی

𝐹 = 2/25𝑆0 

𝑆0 𝑆3 = 0/75𝑆0 

𝑆0 

𝐹ത = 1 

1 × ∆=∑
𝐹𝐹ത

𝐸𝐴
𝐿 

1 × ∆=
𝑆0 × 1
𝐸𝐴

(2/4𝐿)
⏞        

میله  2

+
0/75𝑆0 × 0

𝐸𝐴
(4𝐿)

⏞          

میله  3

 

∆= 2/4
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

0 

0 1 0 

𝐹 = 2/25𝑆0 

𝑆0 𝑆3 = 0/75𝑆0 𝑆0 

𝐹ത = 1 

 

1 × ∆=∑
𝐹𝐹ത

𝐸𝐴
𝐿 

1 × ∆=
𝑆0 × 0/8
𝐸𝐴

(3𝐿)
⏞        

میله  1

+
0/75𝑆0 × 0/6

𝐸𝐴
(4𝐿)

⏞          

میله  3

 

∆= 4/2
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

∑𝐹𝑥 = 0 → 0/8𝑆3 = 0/6𝑆1 → 𝑆3 =
3
4
𝑆1 

∑𝐹𝑦 = 0 → 0/6𝑆3 + 0/8𝑆1 = 1 

 

0/8 0/6 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹 = 2/25𝑆0 

𝑆0 
𝑆3 = 0/75𝑆0 

𝑆0 

(1)  (2)  (3)  
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 حل:    

 گیریم:  شود، لذا دو حالت زیر را در نظر میتسلیم می 4و   3های دانیم کدام یک از میله چون نمی  

  

 

 

  

 

 

 

 

 

  

    

=∆با انتخاب مقدار ماکزیموم، تغییرشکل افقی نقطه اثر نیرو در لحظه فروریزش سازه )    2/7
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 ( خواهد بود.  

  

 

 

 

 

 

 

خرابی𝐹)فرض کنید بار خرابی  در لحظه فروریزش سازه.  اثر نیرو  ینقطهافقی  مطلوب است تعیین تغییرشکل    :1مثال = 1/6𝑆0   و میله  باشدمی  

   ( شوند.تسلیم می 4و  3های 

 

 

 

1 × ∆=∑
𝐹𝐹ത

𝐸𝐴
𝐿 

1 × ∆=
0/6𝑆0 × 0/75

𝐸𝐴
(0/75𝐿)

⏞              

میله  1

+
−𝑆0 × (−1/25)

𝐸𝐴
(1/25𝐿)

⏞              

میله  3

 

∆= 1/9
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
 

1 × ∆=∑
𝐹𝐹ത

𝐸𝐴
𝐿 

1 × ∆=
−0/8𝑆0 × (−1)

𝐸𝐴
𝐿

⏞          

میله  2

+
𝑆0 × (1/25)

𝐸𝐴
(1/25𝐿)

⏞            

میله  4

+
−0/6𝑆0 × (−0/75)

𝐸𝐴
(0/75𝐿)

⏞                

میله  5

 

∆= 2/7
𝑆0𝐿

𝐸𝐴
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 حل:    

  تعیین مکانیزم و بار خرابی:    

 

 

 

 

 

  

 گیریم: شود، لذا دو حالت زیر را در نظر میکه کدام یک زودتر تسلیم می 3و 2از بین نقاط دانیم نمی  

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

 

   . تحت اثر نیرو در لحظه فروریزش سازهزیر مطلوب است تعیین خیز تیر  :2مثال

 

 

 

𝜃 𝜃 

2𝜃 

𝜃𝐿2

2
 

کار داخلی =  کار خارجی

(𝑀𝑝𝜃) + (𝑀𝑝 × 2𝜃) = 𝐹 ×
𝜃𝐿2

2
 

𝐹خرابی =
6𝑀𝑝
𝐿2

 

 

𝐹خرابی = 2/66𝑆0 

 

 

𝑀𝑝 
𝐹خرابی =

6𝑀𝑝
𝐿2

 

𝑀𝑝 

 دیاگرام لنگر سازه واقعی  دیاگرام لنگر سازه واقعی 

 دیاگرام لنگر سازه مجازی دیاگرام لنگر سازه مجازی

 𝑰𝑰حالت   𝑰حالت  

𝐹خرابی =
6𝑀𝑝
𝐿2

 
𝑀𝑝 

𝑀𝑝 

1 

𝐿2

2
 

1 

𝐿2

4
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 روش ترسیمی مور:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

  

   

 

 

 

 

 

∆= 𝑚𝑎𝑥{∆𝐼, ∆𝐼𝐼} 

 ها معلوم باشد تا بتوان تعیین کرد، کدام خیز بعنوان تغییرشکل آستانه خرابی تیر است.  باید طول دهانه  

∆𝐼=
(
𝑀𝑝 × 𝐿1

2 )
⏞      

𝐴𝑚

× (
𝐿2
3 )
⏞
𝑦ത

𝐸𝐴

⏞          

دهانه  1 تا 2

+

(
𝑀𝑝 ×

𝐿2
2

2 )

⏞      
𝐴𝑚

× (
𝐿2
3 )
⏞
𝑦ത

𝐸𝐴
+

(
−𝑀𝑝 ×

𝐿2
2

2 )

⏞        
𝐴𝑚

× (
𝐿2
6 )
⏞
𝑦ത

𝐸𝐴

⏞                          

دهانه  2 تا 3

 

 

∆𝐼𝐼=

(
𝑀𝑝 ×

𝐿2
2

2 )

⏞      
𝐴𝑚

× (
−𝐿2
12 )
⏞  
𝑦ത

𝐸𝐴
+

(
−𝑀𝑝 ×

𝐿2
2

2 )

⏞        
𝐴𝑚

× (
−𝐿2

6 )
⏞  
𝑦ത

𝐸𝐴

⏞                              

دهانه  2 تا3

+

(
𝑀𝑝 ×

𝐿2
2

2 )

⏞      
𝐴𝑚

× (
𝐿2
6 )
⏞
𝑦ത

𝐸𝐴

⏞            

دهانه  3 تا 4

 

 

∆𝐼=

𝑀𝑝 × 𝐿1
2 ×

𝐿2
3

𝐸𝐴
+

𝑀𝑝 ×
𝐿2
2

2 ×
𝐿2
3

𝐸𝐴
+

−𝑀𝑝 ×
𝐿2
2

2 ×
𝐿2
6

𝐸𝐴
=
𝑀𝑝𝐿1𝐿2

6𝐸𝐴
+
𝑀𝑝 × 𝐿2

2

12𝐸𝐴
−
𝑀𝑝 × 𝐿2

2

24𝐸𝐴

=
𝑀𝑝𝐿1𝐿2

6𝐸𝐴
+
𝑀𝑝 × 𝐿2

2

24𝐸𝐴
 

 

∆𝐼𝐼=

𝑀𝑝 ×
𝐿2
2

2 ×
−𝐿2
12

𝐸𝐴
+

−𝑀𝑝 ×
𝐿2
2

2 ×
−𝐿2

6
𝐸𝐴

+

𝑀𝑝 ×
𝐿2
2

2 ×
𝐿2
6

𝐸𝐴
= −

𝑀𝑝 × 𝐿2
2

48𝐸𝐴
+
𝑀𝑝 × 𝐿2

2

24𝐸𝐴
+
𝑀𝑝 × 𝐿2

2

24𝐸𝐴

=
𝑀𝑝 × 𝐿2

2

16𝐸𝐴
 

 

2𝐿1

3
 

𝑦ത 

𝐴𝑚 

:تالس 

2
3 𝐿1

𝐿1

=
𝑦ത

𝐿2
2

⟹ 𝑦ത =
𝐿2

3
 

 

− 

𝑦ത1 
𝑦ത2 

1
3
𝐿2

2
 

2
3
𝐿2

2
 

:تالس 

2
3
𝐿2
2
𝐿2
2

=
𝑦ത1

𝐿2
2

⟹ 𝑦ത1 =
𝐿2

3
 

 
:تالس 

1
3
𝐿2
2
𝐿2
2

=
𝑦ത2

𝐿2
2

⟹ 𝑦ത2 =
𝐿2

6
 

 

 𝑰حالت  

 𝑰𝑰حالت  

1
3
𝐿2

2
 

𝑦ത 

𝐴𝑚 − 

𝑦ത1 
𝑦ത2 

1
3
𝐿2

2
 

2
3
𝐿2

2
 

:تالس 

1
3
𝐿2
2
𝐿2
2

=
𝑦ത1

𝐿2
4

⟹ 𝑦ത1 =
𝐿2

12
 

 
:تالس 

2
3
𝐿2
2
𝐿2
2

=
𝑦ത2

𝐿2
4

⟹ 𝑦ത2 =
𝐿2

6
 

 

:تالس 

2
3
𝐿2
2
𝐿2
2

=
𝑦ത

𝐿2
4

⟹ 𝑦ത =
𝐿2

6
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 « دامنه الاستوپلاستیکتعیین »                                                  ششم فصل 

 مقدمه 

کردیم و  های معلوم در یک جهت خاص بررسی میای)مثل خرپا یا تیر و یا قاب( تحت بارهای قبلی، خرابی)پلاستیک شدن( یک سیستم سازهفصلدر  

 کردیم. رخ بدهد و بار خرابی متناظر را محاسبه می احتمال دارد کهکردیم که کدام مکانیزم تحت بار مذکور، به کمک روش های مختلفی، تعیین می

کنیم که هر یک از مکانیزم های محتمل یک سازه تحت چه در این فصل یک سازه را تحت بارهای مجهول و متغیر بررسی خواهیم کرد و تعیین می

 .   یم کردشرایط بارگذاری رخ خواهد داد و بر اساس آن ناحیه الاستوپلاستیک سازه را تعیین خواهیم کرد. بعبارت دیگر اندکنش بارها را بررسی خواه

 

 ( قرار دارد. 𝐹𝑥 و𝐹𝑧 کنید، سازه تحت دو بار مجهول)سازه خرپایی زیر را در نظر بگیرید. همانطورکه مشاهده می

   

 

 

  

 

 

 

 

ی فوق عبارت است از: های محتمل برای سازهمکانیزم  

اند مساوی صفر است.(پلاستیک اعضایی که تسلیم نشده)دقت شود که تغییرطول   

1مکانیزم                                                    2مکانیزم                                                       3مکانیزم                         

  2و 1هایتسلیم میله                                     3و1هایتسلیم میله                                        3و2هایتسلیم میله                 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

𝑒1 = 0/6𝑢 + 0/8𝑤 → 𝑒1 = 1/25𝑤 

𝑒2 = 𝑤 

𝑒3 = −0/8𝑢 + 0/6𝑤 = 0 → 𝑢 = 0/75𝑤  

 

𝑤 

𝑢 

𝑢 

𝑒1 = 0/6𝑢 + 0/8𝑤 = 0/6𝑢 

𝑒2 = 𝑤 = 0 → 𝑤 = 0  

𝑒3 = −0/8𝑢 + 0/6𝑤 = −0/8𝑢 

 

𝑢 

𝑤 

𝑒1 = −0/6𝑢 + 0/8𝑤 = 0 → 𝑤 = 0/75𝑢  

𝑒2 = 𝑤 

𝑒3 = 0/8𝑢 + 0/6𝑤 = 1/25𝑢 

 
کار  خارجی =  کار  داخلی 

 (𝐹𝑥 × 𝑢) +  (𝐹𝑧 × 𝑤) = 𝑒1𝑆0 + 𝑒2𝑆0 

 (𝐹𝑥 × 0/75𝑤) + (𝐹𝑧 × 𝑤) = (1/25𝑤)𝑆0 + 𝑤𝑆0 

0/75𝐹𝑥 + 𝐹𝑧 = 2/25𝑆0 

کار  خارجی =  کار  داخلی 

 (𝐹𝑥 × 𝑢) = 𝑒1𝑆0 + 𝑒3𝑆0 

 (𝐹𝑥 × 𝑢) = (0/6𝑢)𝑆0 + (−0/8𝑢)(−𝑆0) 

𝐹𝑥 = 1/4𝑆0 

کار خارجی  =  کار داخلی 

 (−𝐹𝑥 × 𝑢) + (𝐹𝑧 × 𝑤) = 𝑒2𝑆0 + 𝑒3𝑆0 

 (−𝐹𝑥 × 𝑢) + (𝐹𝑧 × 0/75𝑢) = (0/75𝑢)𝑆0 + (1/25𝑢)𝑆0 

0/75𝐹𝑧 − 𝐹𝑥 = 2𝑆0 

−2/25𝑆0 ≤ 0/75𝐹𝑥 + 𝐹𝑧 ≤ 2/25𝑆0  

 

−1/4𝑆0 ≤ 𝐹𝑥 ≤ 1/4𝑆0  

 

−2𝑆0 ≤ 0/75𝐹𝑧 − 𝐹𝑥 ≤ 2𝑆0  

 

1/8𝐿 3/2𝐿 

2/4𝐿 

𝐹𝑧 

(1)  
(2)  (3)  

𝐹𝑥 
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 اگر سه معادله اخیر را به نمودار ترسیمی تبدیل کنیم، خواهیم داشت:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 خواهد بود.   2𝑘مکانیزم داشته باشیم، دامنه الاستوپلاستیک، یک چندضلعی با تعداد اضلاع حداکثر   𝑘اگر   -1

است. محدب همیشه( ضلعی  چند) دامنه -2  

 

 

 

 

 

 

 ناحیه ایمن

 در محل تلاقی خطوط 

دهد. ها رخ میخرابی همزمان مکانیزم  
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حل:       

های محتمل:بررسی مکانیزم      

 «3«                                               »مکانیزم2»مکانیزم                                           «1»مکانیزم                         

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

   ی زیر. مطلوب است رسم منحنی دامنه الاستوپلاستیک سازه  : 1مثال

 

 

 

کار خارجی =  کار داخلی 

 (𝐹1 × 2𝜃𝐿) + (𝐹2 × 2𝜃𝐿) = 𝑀𝑝 × 6𝜃 

𝐹1 + 𝐹2 =
3𝑀𝑝

𝐿
 

کار خارجی =  کار داخلی 

 (−𝐹1 × 4𝜃𝐿) + (𝐹2 × 2𝜃𝐿) = 𝑀𝑝 × 6𝜃 

𝐹2 − 2𝐹1 =
3𝑀𝑝

𝐿
 

کار خارجی =  کار داخلی 

 (−𝐹1 × 2𝜃𝐿) = 𝑀𝑝 × 2𝜃 

−𝐹1 =
𝑀𝑝

𝐿
 

−
3𝑀𝑝

𝐿
≤ 𝐹2 − 2𝐹1 ≤

3𝑀𝑝

𝐿
 −

3𝑀𝑝

𝐿
≤ 𝐹1 + 𝐹2 ≤

3𝑀𝑝

𝐿
 −

𝑀𝑝

𝐿
≤ −𝐹1 ≤

𝑀𝑝

𝐿
 



i 

 

 روابط مهم تحلیل سازه

 𝑹𝑨 𝑹𝑩 𝑴𝑨 𝑴𝑩 𝑴𝑪 𝜽𝑨 𝜽𝑩 ∆𝑨 ∆𝑩 ∆𝑪 تیر 

 

𝑃𝑏

𝐿
 

𝑃𝑎

𝐿
 0 0 

𝑃𝑎𝑏

𝐿
 

𝑃
𝑎
𝑏
(𝐿
+
𝑏
)

6𝐸
𝐼𝐿

 

 

𝑃
𝑎
𝑏
(𝐿
+
𝑎
)

6𝐸
𝐼𝐿

 

 0 0 𝑃𝑎2𝑏2

3𝐸𝐼𝐿
 

 
 
 
 

𝑃

2
 

𝑃

2
 0 0 

𝑃𝐿

4
 

𝑃𝐿2

16𝐸𝐼
 

𝑃𝐿2

16𝐸𝐼
 0 0 𝑃𝐿3

48𝐸𝐼
 

 
a 

 
 

𝑞𝐿

2
 

𝑞𝐿

2
 0 0 𝑞𝐿2

8
 

𝑞𝐿3

24𝐸𝐼
 

𝑞𝐿3

24𝐸𝐼
 0 0 5𝑞𝐿4

384𝐸𝐼
 

 
 
 
 

𝑃 0 𝑃𝐿 0 - 0 𝑃𝐿2

2𝐸𝐼
 0 𝑃𝐿3

3𝐸𝐼
 - 

 
 
 
 

𝑞𝐿 0 𝑞𝐿2

2
 0 - 0 𝑞𝐿3

6𝐸𝐼
 0 𝑞𝐿4

8𝐸𝐼
 - 

 
 
 
 

5𝑃
16

 
11𝑃
16

 0 3𝑃𝐿
16

 - 
𝑃𝐿2

32𝐸𝐼
 0 0 0 - 

 
 
 
 

3𝑞𝐿
4

 
𝑞𝐿

4
 0 𝑞𝐿2

8
 - 

𝑞𝐿3

48𝐸𝐼
 0 0 0 - 

 
 
 
 

𝑃𝑏

𝐿
 

𝑃𝑎

𝐿
 

𝑃𝑎𝑏2

𝐿2  
𝑃𝑏𝑎2

𝐿2  

2𝑃
𝑎

2𝑏
2

𝐿
3

 

0 0 0 0 𝑃𝑎3𝑏3

3𝐸𝐼𝐿
 

 
 
 

 
 

𝑃

2
 

𝑃

2
 

𝑃𝐿

8
 

𝑃𝐿

8
 

𝑃𝐿

8
 0 0 0 0 𝑃𝐿3

192𝐸𝐼
 

 
 
 
 
 

𝑞𝐿

2
 

𝑞𝐿

2
 

𝑞𝐿2

12
 

𝑞𝐿2

12
 

𝑞𝐿2

24
 0 0 0 0 𝑞𝐿4

384𝐸𝐼
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 روش شیب افت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 در روش شیب افت، جهت مثبت شیب، خیز و لنگر در جهت ساعتگرد است.

𝑀(𝑥) = 𝐸𝐼𝑦′′ 

∑𝑀𝑐 = 0 → 𝐸𝐼𝑦′′ + 𝑀𝐴𝐵 −
𝑀𝐴𝐵 +𝑀𝐵𝐴

𝐿
𝑥 = 0 → 𝐸𝐼𝑦′′ =

𝑀𝐴𝐵
𝐿
(𝑥 − 𝐿) +

𝑀𝐵𝐴
𝐿
𝑥 

انتگرال
→  𝐸𝐼𝑦′ =

𝑀𝐴𝐵
𝐿
(
𝑥2

2
− 𝐿𝑥) +

𝑀𝐵𝐴
𝐿
×
𝑥2

2
+ 𝐶1 

انتگرال
→  𝐸𝐼𝑦 =

𝑀𝐴𝐵
𝐿
(
𝑥3

6
−
𝑥2

2
𝐿) +

𝑀𝐵𝐴
𝐿
×
𝑥3

6
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

 شرایط مرزی: 

𝑦(0) = 0
 𝑦′(0) = 𝜃𝐴

} → 𝐶1 = 𝐸𝐼𝜃𝐴             ,        𝐶2 = 0  

𝐸𝐼𝑦′ =
𝑀𝐴𝐵
𝐿
(
𝑥2

2
− 𝐿𝑥) +

𝑀𝐵𝐴
𝐿
×
𝑥2

2
+ 𝐸𝐼𝜃𝐴 

𝐸𝐼𝑦 =
𝑀𝐴𝐵
𝐿
(
𝑥3

6
−
𝑥2

2
𝐿) +

𝑀𝐵𝐴
𝐿
×
𝑥3

6
+ 𝐸𝐼𝜃𝐴𝑥 

 شرایط مرزی: 

{
𝑦(𝐿) = 𝛿

 𝑦′(𝐿) = 𝜃𝐵
 

𝐸𝐼𝜃𝐵 =
𝑀𝐴𝐵
𝐿
(
𝐿2

2
− 𝐿2) +

𝑀𝐵𝐴
𝐿
×
𝐿2

2
+ 𝐸𝐼𝜃𝐴 

𝐸𝐼𝛿 =
𝑀𝐴𝐵
𝐿
(
𝐿3

6
−
𝐿3

2
) +

𝑀𝐵𝐴
𝐿
×
𝐿3

6
+ 𝐸𝐼𝜃𝐴𝐿 

 پس از مرتب کردن جفت معادله اخیر: 

𝑀𝐴𝐵 =
4𝐸𝐼
𝐿
𝜃𝐴 +

2𝐸𝐼
𝐿
𝜃𝐵 −

6𝐸𝐼𝛿
𝐿2 ± 𝐹𝐸𝑀⏞

𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑 𝑒𝑛𝑑 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡

 

𝑀𝐵𝐴 =
4𝐸𝐼
𝐿
𝜃𝐵 +

2𝐸𝐼
𝐿
𝜃𝐴 −

6𝐸𝐼𝛿
𝐿2 ± 𝐹𝐸𝑀⏞

لنگر انتهای  گیردار

 

 

 

 

𝛿 

𝑀𝐴𝐵 𝑀𝐵𝐴 
𝐿 

𝑉𝐴 =
𝑀𝐴𝐵 +𝑀𝐵𝐴

𝐿
 𝑉𝐵 =

𝑀𝐴𝐵 +𝑀𝐵𝐴
𝐿

 

𝐀  𝐁  

𝑀(𝑥) 
𝑥 

𝜃𝐴 

𝜃𝐵  

زیر را در نظر بگیرید: تیر دو سر گیردار  
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 بررسی چند مثال از روش شیب افت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑀𝐴𝐵 = 4
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴ฏ
0ᇩᇪᇫ

𝐴

+ 2
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐵

ᇩᇪᇫ
𝐵

−
𝑞𝐿2

12

ᇩᇪᇫ

پاد ساعتگرد

 

 

𝐀  𝐁  

𝐂  

𝒒 

𝑀𝐵𝐴 = 4𝐵 + 2𝐴ฎ
0

+
𝑞𝐿2

12

ᇩᇪᇫ

ساعتگرد

 

𝑀𝐵𝐶 = 4𝐵 + 2𝐶ฎ
0

 

 

𝑀𝐶𝐵 = 4𝐶ฎ
0

+ 2𝐵 

 

 گاه گیردار صفر است.زاویه دوران در تکیه

1- 

 نویسیم.، تعادل لنگر میB حول گره ،ی مجهولاتبرای محاسبه

∑𝑀𝐵 گره = 0 → 𝑀𝐵𝐴 +𝑀𝐵𝐶 = 0 → (4𝐵 +
𝑞𝐿2

12
) + (4𝐵) = 0 → 𝐵 = −

𝑞𝐿2

96
 

𝑀𝐴𝐵 = 2𝐵 −
𝑞𝐿2

12
= 2(−

𝑞𝐿2

96
) −

𝑞𝐿2

12
= −

5𝑞𝐿2

48
 

𝑀𝐶𝐵 = 2𝐵 = 2(−
𝑞𝐿2

96
) = −

𝑞𝐿2

48
 

 

𝐋 

𝐋 

𝑀𝐵𝐶 = 4𝐵 + 2𝐶 −
𝑃𝐿

8
 

 

 

 

 

 

𝑀𝐶𝐵 = 4𝐶 + 2𝐵 +
𝑃𝐿

8
 

 

 

 

 

 

𝑀𝐶𝐸 = 4𝐶 + 2𝐸 −
𝑞𝐿2

12
 

 

 

 

 

 

𝑀𝐸𝐶 = 4𝐸 + 2𝐶 +
𝑞𝐿2

12
 

 

 

 

 

 

𝑀𝐸𝐺 = 4𝐸 + 2𝐺ฎ
0

 

 

 

 

 

 

𝑀𝐸𝐹 = 4𝐸 + 2𝐹ฏ
0

 

 

 

 

 

 

𝑀𝐹𝐸 = 4𝐹ฎ
0

+ 2𝐸 

 

 

 

 

 

𝑀𝐷𝐶 = 4𝐷ฎ
0

+ 2𝐶 

 

 

 

 

 

𝑀𝐺𝐸 = 4𝐺ฎ
0

+ 2𝐸 

 

 

 

 

 

𝑀𝐶𝐷 = 4𝐶 + 2𝐷ฎ
0

 

 

 

 

 

 

𝐀  

𝐁  

𝐅  

𝒒 

𝑀𝐵𝐴 = 4𝐵 + 2𝐴ฎ
0

 

 

𝑀𝐴𝐵 = 4𝐴ฎ
0

+ 2𝐵 

 

2- 

𝐋 𝐋 𝐋 

𝐋 𝐋 𝐋 

𝐂  

𝐃  

𝐄  

𝐆  

𝑷 

 نویسیم.ها، تعادل لنگر میی مجهولات، حول گرهبرای محاسبه



iv 

 

 روش شیب افت اصلاح شده 

    

  

  

 

  

 

 

 بررسی چند مثال از روش شیب افت اصلاح شده

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

 

 

 

  

𝑀𝐵𝐴 = 4
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐵 + 2

𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 − 6

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 + 𝐹𝐸𝑀𝐵𝐴 = 0 → 4
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐵 = −2

𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 + 6

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 − 𝐹𝐸𝑀𝐵𝐴 → 2𝜃𝐵 = −
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 + 3

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 −
𝐹𝐸𝑀𝐵𝐴

2
 

𝑀𝐴𝐵 = 4
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 + 2

𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐵 − 6

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 − 𝐹𝐸𝑀𝐴𝐵 = 4
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 + [−

𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 + 3

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 −
𝐹𝐸𝑀𝐵𝐴

2
] − 6

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 − 𝐹𝐸𝑀𝐴𝐵

= 3
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 − 3

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 − 𝐹𝐸𝑀𝐴𝐵 −
𝐹𝐸𝑀𝐵𝐴

2
 

𝑀𝐴𝐵 = 3
𝐸𝐼

𝐿
𝜃𝐴 − 3

𝐸𝐼

𝐿2 𝛿 − 𝐹𝐸𝑀𝐴𝐵 −
𝐹𝐸𝑀𝐵𝐴

2
 

 

 

 

 

𝐀  𝐁  
𝐋 

𝐀  

𝐂  𝐁  

𝒒 

𝑀𝐴𝐵 = 4𝐴ฎ
0

+ 2𝐵 

𝑀𝐵𝐴 = 4𝐵 + 2𝐴ฎ
0

 

𝑀𝐵𝐶 = 3𝐵 −
𝑞𝐿2

12
−

𝑞𝐿2

12
2

 

 نویسیم.، تعادل لنگر میBی مجهولات، حول گرهبرای محاسبه

1- 

 

𝐋 

𝐋 

𝐀  

𝐂  

𝐁  

𝒒 

𝑀𝐶𝐵 = 4𝐶ฎ
0

+ 2𝐵 

𝑀𝐴𝐵 = 4𝐴ฎ
0

+ 2𝐶 −
𝑞𝐿2

12
 

 

 نویسیم.، تعادل لنگر میBی مجهولات، حول گرهبرای محاسبه

2- 

 

𝐃  

𝑷 

𝐋 𝐋 

𝐋 𝑀𝐵𝐶 = 4𝐵 + 2𝐶ฎ
0

 

 

 

 

 

 

𝑀𝐵𝐴 = 4𝐵 + 2𝐴ฎ
0

+
𝑞𝐿2

12
 

 

 

 

 

 

𝑀𝐵𝐷 = 3𝐵 −
𝑃𝐿

8
−

𝑃𝐿
8
2
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خرپاها  ی تغییرشکلمحاسبهدر  روش کار مجازی  

1 × ∆=∑
𝐹�̅�

𝐸𝐴
𝐿 

 

ی تغییرشکل خرپاها محاسبهبررسی یک مثال از روش کار مجازی در   

 

   

   

   

کنیم که دو میله به آن وارد شده است.  شروع می تحلیل را از گرهی   

 

 

 

 

 

 

1 × ∆=∑
𝐹�̅�

𝐸𝐴
𝐿 

1 × ∆=
20 × 0
𝐸𝐴

𝐿
ᇩ ᇪ ᇫ

میله  1

+
0 × 0
𝐸𝐴

𝐿
ᇩ ᇪ ᇫ

میله  2

+
20 × 1
𝐸𝐴

𝐿
ᇩ ᇪ ᇫ

میله  3

+
20√2 × √2
𝐸𝐴

𝐿√2
ᇩ   ᇪ   ᇫ

میله  4

 

∆=
𝐿

𝐸𝐴
(20+ 40√2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

20 

 

 

 

 

 

20 
∆=? 

𝐿 

𝐿 

20 20 

0 

0 

20 

20 

20 
20 

20 

20 

20 

1 0 

0 

0 

0 

1 

1 
1 

1 

1 

1 

1  

2  3  
4  
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تیرها ی تغییرشکل روش کار مجازی در محاسبه  

1 × ∆= ∫ (
𝑀�̅�

𝐸𝐴
)𝑑𝑥

𝐿

0
 

 معرفی روش ساده)روش ترسیمی مور( برای محاسبه انتگرال 

 را بصورت زیر در نظر بگیرید:   𝑔(𝑥)و   𝑓(𝑥)دو تابع  

 

 

 

 

خواهیم انتگرال زیر را محاسبه کنیم:  فرض کنید می  

∫ (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥))
1

0

𝑑𝑥 

 لذا داریم:  

𝑓(𝑥) = 𝑥                   𝑔(𝑥) = 2𝑥 

∫ (𝑥 × 2𝑥)
1

0
𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥2

1

0
𝑑𝑥 = [

2𝑥3

3
]

0

1

=
2
3

 

برای افزایش  کند.  مستقیم مدت زمان حل مسأله را طولانی می گیری  در بسیاری از سوالات روش کارمجازی استفاده از انتگرال

 گیریم.  ها، از روش ترسیمی مور بهره میی این انتگرالسرعت در محاسبه

 روش ترسیمی مور: 

 

 

    ∫ (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥))
𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥 = 𝐴𝑚 × �̅� 

 

 لذا حاصل انتگرال فوق به روش ترسیمی مور برابر است با:  

 

 

 

                                                               ∫ (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥))
𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥 = 𝐴𝑚 × �̅� =
1
2
×

4
3
=

2
3

 

 

 

 

 کنید، جواب هر دو روش یکسان است.  مشاهده می همانطور که 

𝐴𝑚  مساحت زیر نمودار :𝑓(𝑥)   

𝐺  :نمودار    مرکز سطح𝑓(𝑥)  

�̅�  :  مقدار𝑔(𝑥)    در نقطه نظیر𝐺 

⟹𝐴𝑚 =
1× 1

2
=

1
2

 

�̅�  تالس:

2
3
1
=
�̅�

2
⟹ �̅� =

4
3

 

 



vii 

 

انتگرال ی در محاسبه  ترسیم مورمثال از روش  چندبررسی   

1-   

 

 

 

 حل:

 𝐵تا   𝐴دهانه   𝐶تا   𝐵دهانه    𝐷تا   𝐶دهانه  

 

 

 

 

 

 

 

  

∫ (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥))
𝐷

𝐶

𝑑𝑥 

(
(𝑃𝐿) × 𝐿

2
)

ᇩ  ᇪ  ᇫ
𝐴𝑚

× (−
2
3
𝐿)

ᇩ ᇪ ᇫ
�̅�

= −
𝑃𝐿3

3
 

∫ (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥))
𝐶

𝐵

𝑑𝑥 

((𝑃𝐿) × 𝐿)ᇩ  ᇪ  ᇫ
𝐴𝑚

× 𝐿ฎ
�̅�

= 𝑃𝐿3 

∫ (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥))
𝐵

𝐴

𝑑𝑥 

(
(𝑃𝐿) × 𝐿

2
)

ᇩ  ᇪ  ᇫ
𝐴𝑚

× (2𝐿)⏞
�̅�

= 𝑃𝐿3 

∫ (𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥))
𝐷

𝐴

𝑑𝑥 = 𝑃𝐿3 + 𝑃𝐿3 −
𝑃𝐿3

3
=

5𝑃𝐿3

3
 

  

2-    

  

 حل: 

  

 

 

 

  

 

 

 

2
3
𝐿 

 

1
2
𝐿 

 

1
3
𝐿 

 

⟹𝐴𝑚 = 𝑎× 𝐿 

:تالس 

1
2
1
=

�̅�

𝑏 − 𝑐
⟹ �̅� =

𝑏 − 𝑐

2
 

 

1
2
𝐿 

 
�̅� 

 ⟹ �̅� = 𝑐 

 

∫(𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = (𝑎 × 𝐿)ᇩ ᇪ ᇫ
𝐴𝑚

× (
𝑏 − 𝑐

2
+ 𝑐)

ᇩ  ᇪ  ᇫ
�̅�

= (𝑎 × 𝐿) × (
𝑏 + 𝑐

2
) 


